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Nowa metoda wyznaczania statych k i L
w réwnaniv krzywej studium BZT

Do charakteryzowania, w sposéb posredni, zawartos-
ci zwigzkéw organicznych w wodach lub $ciekach
stosowane jest nadal oznaczenie wartosci BZT;. Krzy-
wa zuzycia tlenu (krzywa BZT) fazy pierwszej (utle-
nianie zw. wegla) opisywana jest w wiekszosci przy-
padkéw scalkowanym réwnaniem reakcji monomo-
lekularnej pierwszego rzedu w postaci:

BZT (t) = 1)

L-[1 — exp (—k-t)]

w ktoérym:
BZT (t) — warto$¢ BZT po czasie t, gOy/m3,
L — warto$é BZT dla t — 0o, gOy/m?,
k — stala szybkosci zuzycia tlenu, d—1,
t — czas inkubacji, d.

Istotne znaczenie fizykalne ma stata szybko$ci zuzy-
cia tlenu (k) Wartosé tej stalej okresla podatnosé
zanieczyszczen wody lub $ciek6w na rozklad bioche-
miczny. Im wartosé k jest wieksza, tym szybszy jest
rozklad danego substratu. W rzeczywistosci wartosé
parametru k nie jest stala, lecz zalezy od warun-
kow fizycznych i chemicznych érodowiska (tempera-
tura, zasolenie, pH, zawarto$¢ inhibitoréw itd.) oraz
od zawartosci aktywnej masy w biomasie.

W réwnaniu (1) wystepuja dwie niewiadome L
i k, ktérych wartosci wyznacza sie na podstawie tzw.
krzywej studium BZT, tj. doswiadczalnego okresle-
nia wartosci BZT (t) dla réznych czaséw inkubacji (t).
Do najczesciej stosowanych metod wyznaczania sta-
lych L i k, bazujgcych na réwnaniu (1), zalicza sie:

— metode analityczno-graficzng opartg na meto-

dzie najmniejszych kwadratow,
— metode gradientows,
— metode momentow,
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— metode logarytmiczng,
— metode graficzng,
— metode Rhame’a.

Metoda analityczno-graficzna polega na tym, ze z
wykres§lonej krzywej studium BZT szacujemy (by
eye) wartos¢ L.(gO,/m?). Krzywa najlepiej aproksy-
mujgca punkty pomiarowe zapewni¢ musi minimum
sumy kwadratow odchylek, tj.:

YR? = 3(y—y')?— min (2)

gdzie: y — wartoéci BZT(t) obliczone z réwnania (1)
y’ — pomierzone wartosci BZT(t)

Wyznaczenie parametréw k i L réwnania (1), spel-
niajgcych réwnanie (2), otrzymuje sie przez oblicze-
nie pochodnych czgstkowych XR*? po parametrach k
i L, a nastepnie przyréwnanie tych pochodnych do
zera. Wynikiem tego postepowania jest uklad dwu
réwnan normalnych, z ktérych po rozwigzaniu otrzy-
muje sie poszukiwane parametry k i L. Dla réwna-
nia krzywej BZT uklad réwnan normalnych z dwo-
ma niewiadomymi: k i b ma postaé:

Slog(L,—y) = — k-Zt+n-b (3)
St*log(L,—y’) = — k-Zt* +b-Xt

gdzie: n — liczba punktéw pomiarowych
b = log (L)

W metodzie gradientowej przyjmuje sie¢ liniowg

zalezno$é pomiedzy szybkoScig zmian BZT a BZT

pozostalym, co opisuje réwnanie:
dy

& T RE-Y

4)

w ktorym: y — wartos¢ BZT, gOg/m?
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Nastepnie metodg najmniejszych kwadratéow (row-
nanie 2) wyznacza si¢ uklad dwu réwnan normal-
nych, z ktorych oblicza sie wartosci k 1 L.

W metodzie momentéw zaklada sie, Ze suma po-
mierzonych wartosci BZT(t), tj. 2y’ podzielona przez
sume iloczynu ich wartosci i czasu, tj. X(t-y’) oraz
wartosé Ty’/L sg jedynie funkcja statej szybkosei k.
W metodzie tej konieczne jest posiadanie nomogra-
mu ujmujgcego te dwie zaleznosci.

W metodzie logarytmicznej. zaklada sie, zZe po-
mierzone wartosci BZT(t) spelniaja réwnanie linio-
we:

BZT(t) = m-log(t) + b (5)
Nastepnie metodg najmniejszych kwadratéw (row-
nanie 2) wyréwnuje sie réwnanie (5), z ktérego po
przeksztalceniach wyznacza sie wartosci k i L.

W metodzie graficznej wykresla sie (przeksztalce-
nie réwnania 1) zaleznos$é¢ pomiedzy In(L, —y") —
o§ Y a czasem t — o§ X. Wartos¢ L, wyznacza sig
tak samo jak w metodzie analityczno-graficznej.
W tym ukladzie wspérzednych réwnanie (1) winno
byé linig prosts, z ktorego oblicza sie wartosci ki L.

W metodzie Rhame’a zaklada sie, ze zaleznos¢ po-
miedzy dwiema wartosciami BZT(t) dla czasu t
i czasu dwukrotnie wiekszego spelnia nastepujace
réwnania empiryczne:

M2

L= (6)
2-M — N)
k ! 1 M )
== —————— 8 0 _
(T —t) & N—M
gdzie: M — BZT(t) dla czasu t, g0s/m3
N — BZT(t) dla czasu 2-f, gOy/m?
T —czasi T=2-t d
Rhame =zaleca przyjmowanie mozliwe najwiek-

szych wartosci czasu t, w ktérym spelnione jest réw-
nanie 1.

Wadg dotychczas stosowanych metod jest koniecz-
nosé wykreslania (w réznych ukladach wspolrzed-
nych) krzywej studium BZT oraz przyjecie zalozenia,
ze krzywa studium BZT spelnia warunki wstepne kaz-
dej z tych metod. Oznacza to, ze minimalizacja su-
my kwadratéw odchylek nie stanowi kryterium wy-
boru, lecz zgodnosé z zalozeniami wstepnymi. Wyni-
ka stad, ze dla tych samych danych (tab. 3) w kazdej
z wymienionych metod, otrzymuje si¢ inng wartosé¢
sumy kwadratéw odchylek wartoci pomierzonej i
wartosci obliczonej.
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W metodzie proponowanej w niniejszym artykule da-
zy si¢ do takiego wyznaczenia wartosci L i k, aby
suma kwadratow odchylek wartosci obliczonych =z
réwnania (1) i wartosci pomierzonych dazyla do mi-
nimum. Spelnienie tego warunku zapewnia najlepszg
zgodnos$é obliczonej krzywej z przebiegiem punktéw
pomiarowych. W metodzie tej przyjeto, ze:

— wyznaczone z krzywej studium BZT wartosci
L i k zapewniajg zawsze minimum sumy kwa-
dratéw odchylek,

— obliczenia prowadzone bedg numerycznie z au-
tomatyczng kontrolg zgodnosci szybkosci zu-
zycia tlenu z réwnaniem reakcji monomoleku-
larnej pierwszego rzedu.

Proponowana metoda obliczen daje znacznie lepszg
dokladnos¢ w stosunku do metod obecnie stosowa-
nych. Jest ona réwniez znacznie prostsza w stosowa-
niu praktycznym (wykorzystanie komputera).

Metodyka obliczen

Obliczenia wykonuje sie metodsy iteracyjna. Przyj-
mujac, ze krzywa studium BZT jest zgodna z réw-
naniem (1), w kroku pierwszym zaklada sie, ze L. =
= BZT (t,) + 1, tj. ze wartos¢ L réwna jest ostat-
niej pomierzonej wartosci BZT powigkszonej o je-
den. W kroku drugim dokonuje sie linearyzacji row-
nania (1) w ukladzie wspéirzednych: X =ti Y = In
[1 — BZT(t)/L], z ktérego metoda najmniejszych kwa-
dratéw wyznacza sie wartos¢ k = k,. W kroku trze-
cim wyznacza sie nowa warto$¢ L = L, z przeksztal-
conego réownania (1):

L, = BZT (t.)/[1 — exp (—ky-t,)] (8)
W kroku czwartym wraca sie do kroku drugiego z
wstawieniem zamiast L wartosci L,. Krok pigty jest
analogiczny do kroku trzeciego. W kroku drugim i
kazdym kolejnym parzystym wyznacza si¢ wartosc
wspotczynnika korelacji (r) przeksztalconego réwna-
nia linii prostej. Iteracja ta jest zbiezna, tj. w kaz-
dym kolejnym parzystym kroku wartos¢ r rosnie do
pewnej wartosci granicznej. Iteracja, przy ktorej war-
tosé r nie ulega zmianie konczy obliczenia.

Wyznaczona w ostatnim kroku warto$¢ wspoiczyn-
nika korelacji (r) stuzy do oceny zgodnosci Krzywej
studium BZT z réwnaniem reakcji monomolekular-
nej pierwszego rzedu. Jezeli w wyniku obliczen otrzy-
ma sie koncowsg wartos¢ r<<0,8, to przyjmuje sie,
ze punkty krzywej studium BZT nie spelniajg row-
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nania (1). Do obliczen wartosci L i k wg proponowa-
nej metody iteracyjnej opracowany zostal program
na komputer IBM PC [1].

Przyklad obliczen wartosci L i k proponowang meto-
dgq iteracyjng oparto na danych zamieszczonych w
pracy [2]. Wartosci krzywej studium BZT s$ciekow
garbarskich (metoda rozcieniczen) przedstawiono w
tabeli 1.

Tabela 1. Wartosci BZT dla Sciekow garbarskich [2]
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Tabela 2. Wplyw liczby iteracji na obliczanie wartosci stalych L ik

i
! ! | Wspélezynnik
Iteracja | L ! korelacji
: g0:2/m? d-t
[ (r)
1 | 4201 0,528 : 0,859
5 ! 4211 0,4016 ; 0,900
10 ; 4284 0.3926 j 0,900
15 4284 0,3921 i 0,920
i 20 4284 0,3921 : 0,990
[T B 4284 g 0.3921 0.930

Otrzymane wyniki obliczen L i k w zaleznosci od
liczby iteracji przedstawiono w tabeli 2 oraz na ry-
sunku 1. Z obliczen tych wynika, ze od 15. iteracji
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Rys. 1. Krzywa studium BZT

wartosci L i k oraz r sg state. Stad tez dla danych
z tabeli 1 (wyznaczone metodg iteracyjna) wartosci
statych do réwnania (1) wynoszg: L = 4284,9 g O,/m?®
ik =0,3921 d-*

W celu poréwnania dokladnosci obliczen wartosci L
i k réznymi metodami w tabeli 3 przedstawiono
wartoéci tych stalych wraz z suma kwadratéw od-
chylek wartosci obliczonych z réwnania (1) z war-
tosciami pomierzonymi (tab. 1). Z zestawienia tego
wynika jednoznacznie, ze proponowana metoda ite-
racyjna zapewnia najlepszg aproksymacje wartosci
L i k (najmniejsza wartos¢ sumy kwadratéw odchy-
lek). Najgorsze wyniki aproksymacji uzyskuje sie w
metodzie graficznej (najwieksza wartosé sumy kwa-
dratéw odchylek).

Wartosci przedstawione w tabeli 3 pokazujg takze, ze
w kazdej metodzie obliczen otrzymuje sie inne war-
tosci L i k. Jednoznacznym kryterium wyboru opty-
malnych warto$ei L i k jest minimalizacja wartosci
sumy kwadratéw odchylek. Proponowana metoda
iteracyjna minimalizacje te zapewnia.

Tabeia 3. Porownanie dokladnosci obliczen wartosei stalych Lik
réznymi metodami

! \
i Metoda X L | suma kwadratow
obliczen g-1 g0:2/m; odchylek

! ! ) Sy

! Analit.-graf. ‘ 0,113 4600 2.606-107
Gradientowa | 0,174 T Tas00 |7 rsazaor
‘Momentéw | 0.204 4205 o 1.126-107
‘Logarytmiczna | 0,138 " 5200 ) 1.217-10°
Graficzna | 0.117 3850 | 3.562-100
"Rham'a ' } 0.210 4450 0,820-107
‘Iteracyina “ 0392 4284 0,228-107

Whioski

1. Wspélczynniki krzywej BZT (L i k) majg istotne
znaczenie w technologii wéd 1 sciekéw oraz w ochro-
nie wod przed zanieczyszczeniem. Wartosci te moz-
na wyznacza¢ wieloma metodami, z réznym stopniem
dokladnosci.

2. Zaproponowana nowa iteracyjna metoda wyzna-
czania wartosci L 1 k jest prosta w uzyciu (wyko-
rzystanie programu komputerowego) oraz zapewnia
najlepszg aproksymacje réwnania modelowego do da-
nych pomiarowych (minimalizacja sumy kwadratéw
odchylek). Metoda ta pozwala takze na automatyczna
kontrole zgodnosci szybko$ci zuzycia tlenu z réwna-
niem reakeji monomolekularnej pierwszego rzedu.
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A NEW METHOD OF DETERMINING THE CONSTANTS
k AND L IN THE EQUATION OF THE BOD CURVE

A new iteration method is proposed for determining the
constants k and L incorporated in the equation of the BOD
curve for the first stage (removal of carbonaceous compo-
unds). The method is consistent with the least-square me-

thod and provides a good approximation of the model equ-
ation BOD =L - [1— exp(—k-t)] to the measured results.
Another advantage of the method is the minimization of
the sum of deviation squares for calculated and measured
values. Using the method proposed, it is possible to control
automatically the dgreement between the oxygen consum-
ption rate and the equation of a first-order monomolecular
reaction.
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