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MODEL MATEMATYCZNY SIECI KANALIZACHI SANITARNE]
STREFOWANE] POMPOWNIAMI POSREDNIMI
VJ pracy pIZOdstawiono opis modelu matema- tarnej sieci grawitacyjnej, opn“t§ Arnerycz-

1ycznccfo, stanowigcego podstawe dla progra-
mu sbliczeniowego do precyzyjnego bedania
cowelayeh uk ladéw kanalizacji sanitarnej (gra-
v.ntac 71’1L],, z dowolnie usytuowanym‘ i stero-
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CH nz zalozeniu przeplywu rownomier-
nowania wydatkéw w weztach 1]
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':mp ownie, dla  systemow
p““wehmwany(b Przykla-
dowy S\.._l(,n.'lat sys&evnu kanalizacyjnego, ktore-
go praca moze byé opisana przy pomocy tego
medeli pokazann na rysunku 1, na ktérym za-
znaczono {cyirami n"“eb‘s]:imi W ‘}fach) typy
wystepuiacysh wezldw ol ;
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Rys. 1. Schemat ukiedu kanalizacji sanitarnej (gra-
witacyjnej) strefowanej pompowniami.

Opis modelu

Rozpatrywany system sklada sie z kanalow
grawitacyjnych i z pompowni posrednich. Sie¢
kanaléw grawitacyjnych, dla ktéorych modelu-
je sie przeplywy nieustalone, traktowana jest
jako obiekt dynamiczny o stalych rozlozonych.
Pompownie traktuje sie jako obiekty dynamicz-
ne o stalych skupionych. W przypadku mode-
lowania matematycznego przeplywu w kana-
lach, moina stosowa¢ modele matematyczne
mniej lub bardziej uproszezone |1, 3, 4]

W niniejszej pracy zastosowano model mate-
matyczny nieustalonych przeplywoéw w sani-
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nie rozwiszywany uilad réwnan kan.t Venzn-
ta. W przypadku modeh: matemar‘uncgo cpi-
sujgcego prace pormpswni, roéwnan 1
jest réwnanie bilansu  Sciekdéw  w
czerpalnym perapowni.

W omawianym niedelu, zioZanyrm z dwéch mo-
deii, okliczenia }.TOVVadZi sie kolejno, co wyni-
ka 7 faktu, ze wyjscie z Jed“e% modeiu sta-
nowl wejScie do drugiego, czyil np. wWypiyw
z kanzlu jest wejciem (wymuszoniem pmcy)
dla porrpowni, a wydatek pompowni stanowi
warinek brzegowy (wymuszenie pracy) kana-
Tu. Nie wystepuje sprzezenie zwroine Ymedzy
tymi elementami. I tak np. w przypadku sche-
matu podanegc na rysunku 1 kclejno$é obli-
czen bylaby nastepujaca:

1. Przeprowadza sie symuiacie pracy odeinka
kanatu I-II dla przedzialu czosu n- At “taym Z
krokiem czasowych £, wyliczajac w k o‘qnych
krokach czasowych natezenie przeplvwu Q
i napelnienia v wzdluz kanalu.

2. Wyniki przeprowadzonej symulacji przeply-
wu na odeinku I-II, a konkretnie wydatek na
wylacie z kanalu (wyplyw swuo&ny), stanowi
nastepnie  warunek brzegowy (wymuszenie)
podczes symulacji pracy poempowni posred-
niej Il. Symulacje pracy tej pommnowni prowa-
dzi sie dla czasu tgym=n-4&

3. Nastepnie przeprowadza sie symulacje prze-
plywu w sieci grawitacyjnej skladajacej sie z
odcinka III-IV, wraz z kanatami bocznymi dola-
czonyrm W wezlach 4 oraz 7. Symulacje pro-
wadzi sie réwniez z krokiem At dla okresu
czasu toym=n-At. W wezle 7 uwzglednia sie
dodatkowo (jako warunek brzegowy) wynik
symulacji pracy pompowni II, tzn. zasymulo-
wany, zmienny w czasie wydatek tej pempow-
ni w symulowanym przedziale czasu ts,m.

4. Przeprowadza sie symulacje pracy pompo-
wni IV dla czasu n-At=ts, z wymuszajacym,
zmiennym w czasie natezeniem dopltywu do
zbiornika pompowni (wyplywem swobodnym
z kanalu doplywowego), Wyznaczonym podczas
qymuhcp przeplywu w sieci miedzy punktami
IIT i IV.

5. Dalej prowadzi sie symulacje pracy sieci
grawitacyjnej V-VI, uwzgledniajgc jako waru-
nek brzegowy w punkcie V zasymulowany,
zmienny w czasie wydatek pompowni IV.
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6. Z kolei prowadzi sie symulacje pracy pom-
powni VI z wyliczonym, wymuszajacym doply-
wem z sieci grawitacyjnej V-VI (jw.).

7. Ostatnim etapem jest symulacja przeplywu
na odcinku VII-0 doprowadzajgcym $cieki do
odbiornika. Gérnym warunkiem brzegowym
jest tutaj zasymulowany wczesniej, zmienny
w czasie wydatek pompowni VI.

Sposdb rozwiqzania ukladu réwnan
Saint Venanta dla grawitacyjnej sieci
kanalizacyjnej

Dla rozwigzania uvkiladu réwnan Saint Venan-
ta proponuje sie zastosowanie metody réinic
skoncezonych, schematu niejawnego zalecanesra
jako na]bardmej przydatny dla symulacji prze-
plywu w kanalizacji [5, 6]. Podstawows zalety
schematu niejawnego jest mozliwosé stosowa-
nia duzych krekoéw czasowych w obliczeniach
numerycznych. Nie chowigzuje w tym przypad-
ki warunek stabilno$ci Couranta, ocbowigzujg-
cy w przypadku zastosowania schematu jaw-
nego. Pewng niedogodnoscig charakteryzujgeg
schemat niejawny jest bardziej skomplikowany
tok obliczen, skladajgcy sie z dwu etapdéw: line-
aryzacji réwnan roézniczkowych, a nastepnie
rezwigzywania ukladu réwnan liniowych, co
wymaga dluzszego i bardziej skomplikowanego
rrogramu obliczeniowego, a takze wickszej po-
jemnosci operacyjnej komputera. Zwickszenie
czasu chliczen, spowodowane przez koniecznosé
rozwigzywania ukladu réwnan liniowych, kom-
nensowane jest szybszym przesuwaniem sie
z chbliczeniami dzieki mozliwym dlugim kro-
kom: czasowym

Rozpatrywano uklad réwnan Saint Venanta
w postaci [5—7]:
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Loy Q)
B ot P A ()

réwnanie zachowania pedu:

Qx| 2, Q(Xt>}—gA( ERNASILNT

>t 5% OX
| . Q&Y
+g-Ax, 1) (Se—I)—q(x, 1) (Vq_‘ A(x,t)
(2)
t |
t = l
2 |
‘ LK
ol J.E A Y ”j‘ﬁ-"g it T
jt F_le o2 :
at ‘25 321{
j-1
i Ax | _4x
4 -1 i 1 wx

Rys. 2. Ilustracja metody Preissmanna dyskretyzacji
rozwiqzania i linearyzacji rownan.
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Funkcjami poszukiwanymi byly Q (x,t) — na-
teienie przepltywu [m¥/s] i y(x,t) — rzedna
zwierciadla wody [m]. Przekrdj czynny A (x, t)
jest w obliczeniach uzalezniony od y (x, t) z za-
stosowaniem odpowiednich procedur, zaleznie
od przekroju poprzecznego kanalu. Wielko$e
V., — skladowa predkos¢ doplywu bocznego
w kierunku przeplywu w kanale jest rowna
zeru, co wynika z zasady projektowania przy-
kanaiikéw. Do rozwigzania ukladu réwnan za-
stosowano metode Preissmann’a (SOGREAH),
opartg na schemacie niejawnym 4-punktowym
[5, 7. W schemacie tym warto$¢ funkeji
w punkcie M (rys. 2) oraz jej pochodne w tym
punkcie wzgledem dlugosci kanatu i wzgledem
czasu aproksymuje sie nastepujgcymi wzora-
mi réznicowymi:

.
b= o -[9. (fA+fB>+(1—@)-(fc+fn)] (3)
ofy, 1 —
oii“:'zx;{"[@<fa—fA>+<l—@>-<fn fd] @
()fM -
= m [fA fo-+in fD] ()

Wspéiczynnik © przyjmuje sie w granicach
0,6<C®<1,0. Przeksztalcajac rownania Saint
Venanta zgodnie z powyzszymi zaleZznos$ciami,
tzn. zastepujac funkeje q(x,1), A(x,1), Q(x,1)
i y(x,t) oraz pochodne czgstkowe Q(x,t) i y(x,t)
wzgledem x 1 wzgledem t odpowiednimi wzora-
mi réznicowymi, sprowadzamy uklad réwnan
Saint Venanta do ukladu dwu réwnan linio-
wych, w ktorych wystepujag wartssci peszuki-
wanych funkeji w czterech punktach siatki,
tworzgcych wierzcholki elementarnego jrosto-
kata. Réwnania takie ukiada sie dla wszystkich
kolejnych odcinkéw Ax kanalu (w danej chwi-
li otrzymuje sie uklad 2-(N—1) réwnan linio-
wych). W réwnaniach tych wystepuja warto$-
ci poszukiwanych funkecji Q iy w chwili t;
i w chwili tj4+;. Wartesei w chwili t; sa war-
to$ciami znanymi i w pierwszym kroku obli-
czeniowym sg to wartosci opisane warunkiem
poczatkowym, zag w kolejnych krokach coblicze-
niowych sg to wartoéci wyliczone w kroku po-
przedzajacym krok aktualny. W kazdym j-tym
kroku obliczeniowym wylicza sie wartoéci Q
iy po dlugosci kanalu dla chwili tj4;. Zatem
wystepuje kazdorazowo 2:N niewiadomych. Te
liczbe niewiadomych nalezy z kolei pomniej-
szy¢ o liczbe danych z warunkéw brzegowych.
Zadaje sie np. po jednym warunku brzegowym
w goérze i w dole kanalu. A zatem dla kanalu
podzielonego na N—I1 odcinkéw wystepuje
2-N—2 niewiadomych, czyli liczba niewiado-
mych rowna jest liczbie réwnan liniowych i za-
danie ma rozwigzanie. Podobne wyliczenia
mozna przeprowadzi¢ w przypadku warunku
brzegowego zadanego np. w postaci funkciji

Q=1(y).

Dla rozpoczecia symulacji przeplywu $ciekéw
w kanale grawitacyjnym niezbedna jest znajo-
mog¢ natezen przeplywu i napelnien w chwili
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poczatkowej tj=; wzdiuz kanalu. Opierajac sie
na literaturze [2] stwierdza sig, ze wplyw wa-
runku poczatkowego na dalszy przebieg obli-
czen jest znikomy (podobnie zreszta jak w
przypadku pompowni). Tak wiec przyjmuje sie,
ze w chwili {j=; istnieje pewien przeplyw
Q(x;, tj=1) 1 panuje ruch ustalony niejednostaj-
ny. Dla tak przyjetego przeplywu rzedne
zwierciadla wody w i-tych przekrojach obli-
czeniowych catej sieci grawitacyjnej okresla
sie wyznaczajgc tzw. krzywsg spietrzenia dla
ruchu ustalonego.

Model matematyczny pracy pompowni
sciekow

Ponizej przedstawiono zasade modelowania ma-
tematycznego pracy pompowni kanalizacyjnych
dwoéch typow, tzn. pompowni z pompami ste-
rowanymi dwustawnie i pompowni z pompa-
mi o plynnej regulacji wydatku {8]. Ogra-
niczono sie do opisu rownania stanu oraz
zagady prowadzenia symulacji pracy pom-
powni obu typéw. W opisie pominieto
ograniczenia natury technicznej, ktére uwzgle-
dni¢ nalezy w projektowaniu 1 regula-
cji pracy pompowni. Przykladowe schematy
pompowni kanalizacyjnych przedstawiono na
rysunku 3, na ktorym :
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Rys. 3. Schematy pompowni (a — z pompami posado-
wionymi powyiej zwierciadla $ciekéw, b — z pompa-
mi posadowionymi ponizej zwierciadla Sciekéw [81;
(1) — przewdd ttoczny, (2) — przewdd ssqcy, (3) —
pompa).

Hes wi — geometryczna wysokosé ssania w
momencie wigczania pompy,
Hgs wyt — geometryczna wysoko$c ssanla w

momencie wylgczania pompy.

W przypadku pompowni z pompami o ptynnej
regulacji wydatku, te dwie wielkosci nie wy-
stepujg, gdyz w tym przypadku zaklada sie
staly poziom napelnienia zbiornika czerpalnego,
za$ wydatek pompowni réwny jest przez caly
czas natezeniu doplywu sciekéw do zbiornika.

Roéwnanie bilansu $ciekow w zbiorniku pom-
powni jest w opisywanym modelu matema-
tycznym pompowni réwnaniem stanu:

dHes (1) QHgs (1) —q(t) .

= 6
’h ¥, {6)

gdzie:
Hyo(t) — geometryczna wysokos¢ ssania w
chwili t (wspéirzedna stanu opisujaca pro-
ces wahan zwierciadla sciekow w zbiorniku
pompowni),
. -—— powlerzchnia przekroju poziomego
zbiornika (przy pionowych $cianach zbicrni-
ka — wielkos$¢é stata),
q(t) — doplyw do pompowni w chwili t,
wielko$é wejsciowa, zaklécajgca,
Q(Hgs(t)) — odpowiedni wydatek pompowni
w chwili t,

Modelowanie matematyczne pracy pompowni
I typu

W pompowniach tych polozenie zwierciadla
$ciekdw w zbiorniku wyréwnawczym zmienia
sie w czasie, co wynika z zasady dzialania ta-
kich pompowni. Symulacja pracy pompowni
w przedziale czasu <0, tsym—> polega na okre-
$leniu procesu Hgi(t), tj. procesu wahan zwier-
ciadla Sciekdw w zbiorniku pompowni. W tym
celu numerycznie catkuje si¢ réwnanie stanu.
Przebieg natezenia doplywu Sciekéw do pompo-
wni podawany jest w postaci dyskretnej. Na-
lezy rowniez podaé poziomy zwierciadla Scie-

Lsym t

Rys. 4. Przebiegi niektorych wielkosci w trakcie sy-
mulacji pracy pompowni z jedng pompg [8] (1) — q(t)
— dopityw do pompowni, (2) — Q(t) — wydatek pom-
pY, (3) — sumaryczna objetosé Sciekéw przepompowa-
na w czasie t, (4) — K(t)=a(t)-Ps(t) — natezenie kosz-
tu pobieranej energii elektrycznej; a(t) — cena jed-
nostkowa energii elektrycznej réina w godzinach
szezytowych, dziennych i nocnych, Ps(t) — moc czyn-
na pobierana przez agregat pompowy =z sieci elek-
trycznej, (5) — zu2ycie energii przez pompy w czasiet),
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kéw w zbiorniku czerpalnym pompowni, przy
ktérreh wlgczane i wylaczane sa poszczegdlne
pomay. Kolejne wartosci wydatku pompowni
Q(H, s(t)) odczytywane sg poprzez interpolacje
z teblic opisujgcych charakterystyki hydra-
uliczne ukladéw pompy—rurociaggi.

Rysunek 4 przedstawia przebiegi najwazniej-
szych wielkosci wystepujacych w trakcie sy-
mulacji pracy pompowni z jedng pompg robo-
czg w przedziale czasu <0, tsym—>, przy zada-
nych wartosciach Hgswi 1 Hegswyr 1 zadanym
przebiegu doplywu scieké6w do pompowni q(t).
Mozliwe jest badanie ekonomicznosei pracy
pompowni, gdy zasymulujemy dodatkowo na
komputerze zmienny w czasie pobor energii
elektrycznej przez poszczegélne agregaty.

Modelowanie matematyczne pracy pompowni
II typu

Zaklada sie tu staly poziom napelnienia zbior-
nika czerpalnego i wydatek pompowni réwny
przez caly czas natezeniu doplywu $ciekéw do
zbiornika. Zatozono stale w przedziale At na-
tezenia doptywu i skokowe zmiany natezenia
w kolejnych momentach. Prowadzac odpowied-
nie wyliczenia oparte na operacjach dokonywa-

nych na charakterystykach pomp (hydraulicz-
nych i sprawnosciowych) i rurociggoéw, mozli-
we jest prowadzenie dodatkowo analizy ekono-
miczncj efektywnosci pracy takich pompow-
ni [8].
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MATHEMATICAL MODEL OF A SEWER NETWORK
COMPRISING INTERMEDIATE PUMPING
STATIONS

The paper gives a mathematical model for the com-
puter simulation of sewage flow with time in a gra-
vitational sewer metwork with intermediate pumping
stations. The structure of the model, as well as the
control method for computer calculations enable si-
mulation of sewage flow in a system of arbitrary

geometry and with an arbitrary arrangement of
pumping stations comprising an arbitrary number of
pumps with arbitrary characteristics. Flow rate and
wastewater level in the pipes of the sewer system
are determined, using the Saint Venant test of equ-
ations which is solved by numerical methods. The
computing programme enables calculations which
are of paramount importance to the design of movel
and the verification of the available systems, as well
as to the formulation of the principles to the con-
trol of sewer systems.
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