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MATEMATYCZNE MODELE PROCESU ADSORPCII
DO PROJEKTOWANIA FILTROW

W ztozu granulowanego wegla aktywnego, sta-
nowigcego jedng z warstw grawitacyjnego fil-
tru pospiesznego, zachodza réwnoczesnie dwa
procesy: klasyczna filiracja oraz adsorpcja z
roztworu wodnego. Wlosciwe zaprojektowanie
filtru wymaga zatem znajomosci modeli mate-
matycznych tych proceséw i ich ewentualnego
powigzania miedzy soba. Dodatkowo obydwa
modele powinny pozwala¢ na okreslenie istot-
nych parametrow technologicznych procesu,
takich jak stezenie adsorbatu w fazie adsor-
bentu w funkcji glebokosci zloza i czasu trwa-
nia procesu oraz stezenie adsorbatu w fazie
roztworu w funkcji tych samych zmiennych,
w zaleznosci od granulacji zloza, predkosci fil-
tracji i warunkéw brzegowych. Znany model
procesu filtracji [1, 2] oraz jego warianty przy-
blizone, spelniaja powyzsze wymagania i sg sto-
sowane przy projektowaniu. Model procesu ad-
sorpeji ze wzgledu na swéj historyczny rozwoj
jest najczeSciej formulowany w postaci roéw-
nania izolermy adsorpcji i w tej postaci nie
moze by¢ wykorzystany dla celow projekto-
wych.

Stad plerwszym celem pracy bylo przedstawie-
rie modelu nierdwnowagowej adsorpcji izoter-
m'cznej [3, 4], ktorego fragmentem jest model
izotermy adsorpcji. Prezentowane rozwazania
do'yeczg modeli dokiadnych i uproszczonych, w
szezegblnosei prowadziacych do modelu typu
rownania Bohart-Adamsa. Drugim realizowa-
nym réwnolegle celem ypracy bylo wykazanie,
ze struktury meodeli filtracji i nieréwnowago-
wej adsorpeji izotermicznej sg takie same po-
mimo tego, ze opisujg rézne zjawiska fizyczne.
Pozwala to na przenoszenie metod i wynikow
natury matematycznej oraz jednolite trakto-
wanie dwu réinych proceséw zachodzgcych w
warstwie granulowanego wegla aktywnego za-
stosowanego w filtrze pospiesznym.

W pracy przedstawiono model nieréwnowago-
wej adsorpeji izotermicznej w rozbiciu na frag-
menty skladowe, takie jak model izotermy ad-
sorpeji, model kinetyki adsorpeji oraz model
bilansu masy adsorbatu. Nastepnie dokonano
porownan‘a modeli nieréwnowagowej adsorp-
cji izotermicznej i fil'racji. W kolejnym punk-
cie przedstawiono przyblizong metode analizy
réwnania modelu, stuszng przy zalozeniu ist-
rienia stanu stacjonarnego, prowadzacg do li-
niowe] zaleznofci pomiedzy rozkladem adeor-
batu w zlozu a czasem trwania procesu, dla
statego stezenia adsorbatu w dootywie.
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Zalozenia modelu nieréwnowagowej
adsorpcji izotermicznej

Rozpatrujgc fragment warstwy granulowa-
nego wegla aktywnego mozna zalozy¢ przypa-
dek jednowymiarowy, tj. kiedy wszystkie wy-
stepujgce w modelu zmienne sg funkcjami tyl-
ko jednej zmiennej przestrzennej (x), mierzo-
nej od powierzchni warstwy oraz czasu (t).

Przyjmuje sie nastepujace oznaczenia:

c(x, t) — stezenie adsorptywu w strumie-
niu na glebokosci (x) w chwili (t).

c(0, t)=c, — stale stezenie adsorptywu w
strumieniu na powierzchni warstwy,

a(x, t) — stezenie adsorbatu w adsorbencie
na glebokosci (x) w chwili (1),

a(x, 0)=0 — stezenie adsorbatu w chwili
t=0,

v(x, ty=v — stala predkos¢ filtracji.

Poszukiwany model powinien przedstawiaé¢ za-
leznos¢ c(x, t); (xel0, L], tel0, T]) od gra-
nulacji zloza, predkosci filtracji oraz warunku
poczatkowego c, i brzegowego a(x, 0). Model
taki jest polgczeniem modeli fragmentarycz-
nych wyrazajgcych izoterme adsorpcji, kine-
tyke adsorpeji oraz bilans masy.

Model izotermy adsorpcji

Izoterma adsorpcji opisuje stan réwnowagi
procesu adsorpcji w postaci zalezno$ci pomie-
dzy stezeniami adsorptywu i adsorbatu przy
statej temperaturze. Z definicji stanu réwno-
wagi wynika, ze pochodne stezen c (x, t), a (x, t)
wzgledem czasu i zmiennej przestrzennej sa
réwne zeru. Stezenia te nie zalezg zatem od
argumentow (x, t) i dopuszczalny jest naste-
pujacy zapis: ¢ (x, t)=c, a (x, t)=a.

Ogoélnie model izotermy adsorpcji zapisuje sie
w postaci:

a=g(c) 9]

W literaturze [4-6]znalez¢ mozna rozwiazania
teoretyczne prowadzace do réznych analitycz-
nych postaci funkcji ¢, jak réwniez wyniki
badan eksperymentalnych, przedstawione w
postaci graficznej lub tabelarycznej i obowia-
zujgce w zadanych przedzialach stezen. Nie-
zaleznie od swojego zrddla, przy zaltozeniu od-
rowiedniego przedziatu stezen, model adsorp-
cji moze by¢ zlinearyzowany i przedstawiony
w postaci:

_ de

a=g(Co) t —"— (c—co)=ke+h  (2)

de ¢,



50 K. M. Wojciechowska

gdzie: c,, a,=p(c,) jest punktem linearyzacji,

za$ k=dp/dc , b=a,—ke,.

(o]

Model kinetyki adsorpcji

Model kinetyki adsorpcji opisuje predkos$¢ za-
chodzenia procesu adsorpcji w zalezno$ci od
réznicy pomiedzy aktualnym stezeniem adsorp-
tywu a jego stezeniem rownowagowym, odpo-
wiadajacym (wg izotermy adsorpcji) altualne-
mu stezeniu adsorbatu. Model kinetyki adsorp-
cjl rozpatrywany jest przy zatozeniu stanu
rownowagi wzgledem zmiennej przestrzennej,
stad dopuszczalny jest zapis: c(x, t)=c(t),
a(x, t)y=a(t). W literaturze [3—D5] rozrdzniane
sg jako podstawowe: kinetyka adsorpcji ze-
wnetrznej 1 kinetyka adsorpcji wewnetrznej.
Roéznig sie one warto$cig wspdlezynnika prze-
noszenia masy oraz definicja modutu napedo-
wego adsorpcji. W pracy przyjeto model:

d — *
o A=) o
at) =p(e*()
lub
d
[ & am=paro—at) “

( a*(t)=g(c(t))

Eliminujgc zmienng c*(t) z modelu (3) lub
zmienng a*(t) z modelu (4), ofrzymuje sie:

;t a)=fch—g@w))  (3a)
lub
:t a(h)=F (ple(t))—a(t)) (4a)

Model bilansu masy
Pelny model bilansu masy ma postaé:

a 0 ]
ot a(x, t)+ o e(x, t)y+v - c(x,t)=0 (5)
Jezeli zalozyé, ze szybko$¢ zmiany steZenia
c(x, t) wzgledem czasu jest pomijalnie mala
w poréwnaniu z pozostalymi sktadnikami réw-
nania (5), wowczas model masy przyjmuje po-
staé uproszczong:

— a(x,t)+v o e(x,t)=0 (5a)
ot ox

Model nieré6wnowagowej adsorpcji
izotermicznej

Lgczac modele izotermy adsorpcji, kinetyki
adsorpeji i bilansu masy, otrzymuje sie poszu-
kiwany model nieréwnowagowej adsorpcji
izotermicznej. Model ten rozpatrywano w dwu
podstawowych wariantach, w zaleznosci od te-
go, ktére z rownan bilansu zostalo uwzgled-
nione.

Uwzgledniajac model bilansu w postaci (5)
i przepisujac model (3) z uwzglednieniem za-
lezno$ci odpowiednich stezen, zaréwno od cza-
su jak i zmiennej przestrzennej, otrzymuje sie:

’Z'{ a(x, t)=f(c(x, )—c* (x, 1))

a(x, ) =p(c*(x, 1)) )
g 0 0
-alx, tyt+ ,0t+v — ¢ =
b ) o clx, ) +v o ¢(x,t)=0

z warunkami: ¢(0,t)=c¢c,, tel0, T]; a(x, 0)=0,
xel0, L]. Model ten mozna kolejno przeksztal-
ci¢ do postaci:

i%:“Xﬂ=Md&U—mﬂ@@¢m

¢ \ )
| > ax, )+ ——c(x, )+v o e(x,t)=0
| ot ot X
2 o2 d(p—l
—cx, )tV —— e(x, t)+ ( 1+ rrv)
ot? G 1) 0x ot G Hp da
1 0 (8)

0 de—
— c(x, )+ pv " —c(x,t)=0
o x )+ p—- (x,t)

Przyjmujac model bilansu masy w postaci (5a)
i ponownie wykorzystujgc model (3), otrzy-
muje sie kolejno:

l a(x, t):ﬁ(C(X, t)—C*(X, t))
ot

a(x, ) =gp(c*(x, 1))

(6a)
i—a(x, t)+tv 0. e(x,t)=0
ot 0X
[ o _ _
| *&—a‘(x, t)=p(c(x, t)—p~ (a(x, 1))
) (7a)
| o 0 e
l o a(x, t)y+v - e(x,t)=0
02 0 dep—1 @
159 =~ -
v ot c(x, t) ﬁbt c(x, t)+ pv o o e(x,t)=0
(8a)

Kolejne warianty modelu nieréwnowagowej
adsorpcji izotermicznej mozna otrzymaé stosu-
jac w miejsce modelu (3), model o postaci (4).
Biorge jednak pod uwage, ze nie wnosi to ni-
czego istotnie nowego, wariantu tego nie roz-
patrywano.

Podobienstwo modeli nier6wnowagowej
adsorpcji izotermicznej i filtracji

Znany model filtracji [1, 2] zapisany w ozna-
czeniach pracy ma postaé:

c (X’ t)=klc (X’ t)_kZa (X$ t) (9)
(0.4
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0 0
e ,t = N — ’t
” a(x,t) v o c(x, 1) (10)

z warunkami: ¢ (0,t)=c,, tel0,T]; a(x,0)=0,
x € [0, L], gdzie obecnie ¢ (x,t) oznacza stezenie
zanieczyszezen w wodzie surowej, a (x,t) ste-
zenie zanieczyszczen zatrzymanych w zlozu,
za$ v jest predkoscig filtracji.

Model opisany réwnaniami () i (10} moze byt
przeksztalcony do postaci:

{ ;Z- a (%, t)=vk;e (x, t}—vksa (%, t)
j ' (11)
| 0 Q .
Il —z; a(x,t)+v . e(x,t)=0
X

ten z kolei mozna przedstawi¢ jako:
[ o
0

: a (x, t)=vk, (c (x, t)—c* (%, 1))

a(x, )= 1;1 c* (c, t) (12)

2

B 0
~a(x, 1)tV - e(x,t)=0
ot (1.4

Przedstawia on szczegolowsa postaé modelp (6a),
mozliwg do otrzymania Pprzy nastepujacych
zalozeniach:

f=vk, (13)

p=(c* (%, 1)) = -11: e+ (%, 1) (14)

—Q'a (%, t)+v—2—c(x,t)=0 (15)
ot 0X

Zalozenie (13) oznacza, Ze wspél.czy:nr};k ,ad—
sorpcji odpowiadajacy modelowi filtracji row-
ny jest wspolczynnikowi k; wystgpujacemu w
réwnaniu (10), przemnozonemu przez pfl'QC}kOS"C
filtracji. Zalozenie (14) odpowiada przyjeciu li-
niowej izotermy adsorpecji, przechodzacej przez
poczatek ukladu wsp6lrzednych. ';‘a.ngens kata
nachylenia izotermy do osi wartosci ¢* wynosi
k,/k,, Kontynuujac analogie i odwolu]g_c sie
do typowych ksztaltow izoterm adsorpcji, po-
wyzsze zalozenie spelnione jest dl'g poczatko-
wego fragmentu izotermy adsorpciji. Z’alo\ze‘n\}e
(15) oznacza przyjecie uproszczonego rownania
bilansu masy. o

Podsumowujac mozna stwierdzic, e .rpodel
nieréwnowagowe]j adsorpcji izotermicznej @ mo-
del filtracji opisywane sa rownaniami o takiej
samej strukturze, lecz réznych WSxpo.lc:zyln‘x.m—
kach liczbowych. Pozwala to na ]edr}oh‘te
traktowanie proceséw filtracji i adsorpcji za-
chodzacych w zlozu granulowanego \_)vegla ak-
tywnego. Mozliwe jest zatem wystapienie dWU}
frontow adsorpeji, z ktérych kazdy moze byt
stacjonarny, zwigzajacy sie lub ro:zs'zerza]:a,—_
cy [4]. Analiza takiego ukladu, a tym bardziej
jego sterowanie, stanowia istotny 1 ciekawy
problem teoretyczny i praktyczny. Druga

z korzySci stwierdzonego podobienstwa jest
mozliwosé przenoszenia metod 1 wynikow
uzyskanych w dziedzinie nier6wnowagowej ad-
sorpcji izotermicznej do dziedziny filtracji
i odwrotnie.

Wybrane wlasciwosci réwnania modelu

Rownmarie modelu w neostaci (8) lub (8a) oraz
jego anatiityczne metody rozwigzania (przybli-
Zone oraz numeryczne) sg szeroko opisane w li-
teraturze. W pracy zwrocono uwage na jedna
z przyblizonych metod analitycznych, majgc na
uwadze mozliwosé jej praktycznego zastosowa-
nia. Zatozono, ze poszukiwane rozwigzanie
rownania (8) lub (8a) jest stale dla argumen-
téw x, t spelniajacych zwigzek:

ax—t=const (16)

Obliczajge pochodng kierunkows ¢ (x,t) wzdhuz
prostej (16) powyzsze zalozenie mozna wyra-
zi¢ formalnie w postaci:

0
+ - ~ t —
e x,t)tea st e(x,t)=0 (17

Zakladajgc dodatkowo stacjonarnosé poszuki-
wanego rozwigzania i lgczgc réwnanie (8) z (16)
wyznaczono nieznany wspélczynnik ¢ w po-

staci:
1 do1
a=‘—(1+1/(p )
v da

stad 18)

X do?
"( 1+ 1/ ¢ )—¢ =const
v da

Podobny rezultat otrzymany na podstawie
rownania (8a) i tego samego warunku (16) ma
postac:

—1
a=1/v 37
da
x /[ dg!
— [ —'— —t=const
v / da (18a)

Zaleznoéci w postaci (18) i (18a) wystepuja
w literaturze jako réwmnania Bohart-Adamsa
[8], rOwnanie Szilowa [4] oraz zalezno§¢ Min-
ca [1]. Przedstawiona jednolita metoda wyzna-
czania tego typu zaleznosci w zagadnieniach
adsorpcji i filtracji moze by¢ uogoélniona na
przypadek izoterm, zadanych réwnaniami
wyzszego rzedu wzgledem (x) i (t) anizeli row-
nanie (16).

Whioski

1. Przedstawiony w pracy model nierowno-
wagowej adsorpcji izotermicznej spelnia pod-
stawowe wymagania pozwalajgce na wykorzys-
tanie go przy projektowaniu warstwy weglo-
wej zloza filiracyjnego. Fragmentem powyz-
szego modelu jest roOwnanie izotermy adsorpciji.
2. Model nierbwnowagowej adsorpcji izoter-
micznej jest w swej strukturze identyczny ze
znanym modelem filtracji, co pozwala na
jednolite traktowanie obu proceséw. Przy zalo-
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zeniu liniowego rdéwnania izotermy oraz ist-
nienia stanu stacjonarnego, model stanowi
podstawe do otrzymania prostej zaleznosci ste-
zenia adsorbatu w funkecji jego polozenia w
zlozu i czasu trwania procesu.

3. Dalszych analiz numerycznych wymagajg
inne niz liniowe réwnania izoterm oraz spraw-
dzenie zaloienia o isinieniu stanu stacjonar-
nego. Dalszych badan, w szczeg6lnosci labora-
toryjnych, wymaga rozstrzygniecie wspdlza-
lezno$ci proceséw adsorpeji i filtracji.
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K. M. Wojciechowska

MATHEMATICAL MODELS OF ADSORPTION
FOR THE NEEDS OF FILTER DESIGN

A model of non-equilibrium isothermal adsorption
for the design of GAC filters is given, The model
consists of three partial models which describe the
adsorption isotherm, the kinetics of adsorption and
the mass balance. Among the adsorption isotherm
models a linear relationship has been distinguished.

The mass balance model is presented in both accura-
te and approximate forms. The experiments have
shown that the classical Mints-type model of sus-
pended solids filtration on a granular bed is analo-
gous in structure to the model of non-equilibrium
isothermal adsorption. And this means that, despite
the technological differences, the concurrent filtra-
tion and adsorption processes in the GAC bed may
be considered similar when describing them in a ma-
thematical form. The nmumerical solution to the mo-
del proposed in this paper makes it possible to ana-
lyze the formation of the adsorption front. It also
enables identification of the stationary state at va-
rious design parameters.
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