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MODELE MATEMATYCZNE ZWIAZANE Z PROCESAMI
EUTROFIZACIJI JEZIOR

W artykule oméwiona zostala grupa modeli sto-
sowanych we wspolczesnej limnologii przy ba-
daniu proces6w eutrofizacji. Przedstawione
w artykule modele podzielone zostaly na dwie
grupy. Do grupy pierwszej zaliczono modele
przemian fosforu, oméwione na przykladzie naj-
bardziej znanego modelu — modelu Vollen-
weidera oraz modeli Imbodena i O'Melii. Za po-
moca tej grupy mozna dokona¢ podzialu jezior
ze wzgledu na stopien eutrofizacji. Do drugiej
grupy zaliczono wielowymiarowe modele bio-
produkcji pozwalajgce w sposob bardziej szcze-
golowy okresli¢c wplyw innych oprécz fosforu
czynnikow takich jak stezenie azotu mineralnego,
temperatura wody, natezenie promieniowania
stonecznego na rozwdj organizméw zywych
i tym sposobem determinujgcych stopien eutro-
fizacji jeziora. W przypadku modeli tej grupy
podano ogolng strukture budowy.

Modele przemian fosforu

W 1969 r. R. Vollenwcider w artykule [1] przed-
stawil swojg koncepcje przemian fosforu catko-
witego w jeziorze. Koncepcja zostala rozwinie-
ta w nastepnych pracach [2, 3], stala sie row-
niez podstawg prac Dillona i Riglera [4, 5], Mer-
ciera [6], w ktorych dokonano modyfikacji mo-
delu. Zlozenia Vollenweidera sa nastepujace:

1) jezioro jest nieuwarstwionym dobrze wy-

mieszanym zbiormikiem,

2) doptyw fosforu z zewnatrz jest staly,

3) zmiany masy fosforu w jeziorze spowodo-

wane sg doplywem, odplywem oraz sedy-

mentacig fosforu proporcjonalng do ilosci

fosforu w jeziorze,

4) ilos¢ fosforu w jeziorze dgzy do stanu

réwnowagi dynamicznej (stanu stacjonar-

nego).

7. powyzszych zalozen otrzymuje sie réwnanie
rézniczkowe opisujace dynamike przemian fos-
foru:
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gdzie:
P — stezenie fosforu calkowitego w jeziorze
(mg/m3),
J — iloé¢ fosforu doplywajgcego do jeziora
(mg/rok),
Q — roczny odplyw wody (m?/rok),
V — objetosé jeziora (m3),

o — wspolczynnik sedymentacji (1/rok).
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Stacjonarne rozwigzanie réwnania 1 okreslajg-
ce stezenie fosforu w stanie réwnowagi dyna-
micznej jest nastepujace:

2
oL @
Z(ot9)
gdzie:
L= ‘A‘—— obcigzenie powierzchniowe jezio-
ra (mg/m?/rok),
A — powierzchnia jeziora (m?),
\4
Z= ‘X— Srednia glebokosé jeziora (m),
Q , : .
e= v wspétczynnik wymiany wody
(1/rok).

Model weryfikowal Vollenweider poréwnujac
mase osadow grupy jezior szwajcarskich ze
wskazaniami przeksztalconej wersji réwna-
nia (2). Okreslone zostaly zaleznosci pomiedzy
o a parametrami hydro-morfometrycznymi je-
ziora:
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o=V, [3], [6]
R

S=1_R"’ (71

gdzie:
J—0
R= —_— wspdlczynnik retencji fosforu,

J
O— ilo&t fosforu odplywajgcego z jeziora
(mg/rok).

Podobnie jak dla ¢ istnieje szereg zaleinosci
pomiedzy R, a latwiejszymi do wyznaczenia pa-
rametrami:

R = 0’78—0’121 I’]Cls, [7]y

1
R= 1+,/§ , (6],
gdzie:
G — ", — obcigzenie hydrauliczne (m/rok).

Prostota i duza adekwatnos¢ modelu Vollenwei-
dera sprawily, ze stal sie on podstawg dla wielu
zastosowan natury teoretycznej i praktycznej
[5, 8, 9, 10]. Gléwny nurt zastosowan, zapoczat-
kowany przez samego Vollenweidera dotyczy



okreslenia stopnia zeutrofizowania jezior w za-
leznosci od masy doplywajacego fosforu, wyra-
zonej w postaci obcigzenia powierzchniowego L.
Punktem wyjscia staly sie nastepujace tezy:
glownym czynnikiem determinujgcym stopien
eutrofizacji jest stezenie fosforu calkowitego
w jeziorze, wyrdznia sie trzy typy jezior (trzy
stopnie zeutrofizowania) i odpowiadajgce po-
dzialowi wartosci graniczne stezen fosforu cal-
kowitego:
jeziora oligotroficzne P<10
jeziora mezotroficzne 10<P<20
jeziora eutroficzne P>20
(stezenie fosforu catkowitego P mierzone
w mg/3)

Korzystajgc z (2) otrzymujemy wyrazenie okre-
$lajace warto$¢ granicznego obcigzenia powierz-
chniowego fosforem dla jezior danej grupy.
Koncepcja wielowymiarowych modeli przemian
fosforu rozwinieta zostala niezaleznie przez D.M.
Imbodena [11, 12] i C.R. O’'Melia [13, 14]. Zalo-
zenia modeli tego typu sg nastepujgce:

1) jezioro potraktowane jest jako dwuwar-

stwowy zbiornik, w ktérym epilimnion utaz-

samiany jest z warstwg eufotyczng a hipo-

limnion z warstwg troficzng,

2) fosfor calkowity jest sumg dwodch sklado-

wych fosforanéw i fosforu w zawiesinie,

3) w epilimnionie nastepuje przemiana fos-

forandéw w fosfor w zawiesinie w procesie

fotosyntezy,

4) w calym jeziorze nastepuje przemiana

fosforu w zawiesinie w fosforany w procesie

mineralizacji,

5) uwzgledniona zostaje sedymentacja fos-

foru w zawiesinie oraz wymiana fosforu po-

miedzy warstwami, spowodowana ruchami

mas wody oraz dyfuzja,

6) szybkos$¢ przemiany obu rodzajow fosfo-

ru jest liniowg funkcjg ich stezen.
Zalozenia te prowadzg do czterowymiarowego
liniowego ukladu réwnan rézniczkowych, opi-
sujacego dynamike przemian. Imboden w opar-
ciu o swéj model zaproponowal podzial jezior
na eutroficzne i oligotroficzne jako kryterium
przyimujac dopuszczalne zuzycie tlenu w hipo-
limnionie, w ckresie letnim, w procesie minera-
lizacji, nieprzekraczajgce 1 mg/m3. Vollenwei-
der [3] dokonujgc krytycznej analizy klasyfika-
cji Imbodena stwierdzil, Zze proponowane do-
puszczalne ladunki fosforu sg szczeg6lnie nie-
adekwatne dla jezior z glebokoscig Z: 2<Z<30.

Wielowymiarowe modele bioprodukcji

Modele tej grupy skladajg sie z dwoch niezalez-
nych czesci, z ktérych pierwsza opisuje przemia-
ny biologiczno-chemiczne, druga transport wo-
dy z zawartymi w niej substancjami. Struktura
biologiczno-chemicznej czesei modelu genero-
wana jest strukturg opisywanej biocenozy, kto-
ra tworzg wyrodzniane podsystemy: producen-
tow i konsumentéw w ktérym opisane sg zmia-
ny masy fitoplanktonu i zooplanktonu oraz pod-
system przemian organicznych i nieorganicz-
nych zwigzkéw fosforu, azotu (w niektérych mo-

delach dodatkowo wegla i krzemu [15]). Zjawis-
ka zachodzgce w biologiczno-chemicznej czesci
systemu ujawnione sg3 w modelach w postaci
procesow:

1) wzrostu i émierci producentéw i konsu-

mentéw,

2) pozerania przez konsumentéw wyzszego

rzedu,

3) wydzielania produktéw przemiany ma-

terii,

4) konsumpcji zwigzkéw nieorganicznych w

procesie wzrostu producentow,

5) mineralizacji detritusu,

6) sedymentacji materii organicznej.
Czesé o»pisu_]aca transport wody determinowana
jest przyjeciem okreslone] struktury przestrzen-
nego podziatu jeziora, ktoérg tworza segmenty
jednorodne, ze wzgledu na stezenie znajduja-
cych sie w nim substancji. W wigkszosci wypad-
kéw stosowany jest podzial warstwowy. Ko-
niecznym jest okreslenie parametréw morfomet-
ryeznych kazdego segmentu oraz wspdlezynni-
kéw wymieszania i dyfuzji pomiedzy nimi.
Dalsza analiza modeli bioprodukcji ograniczona
zostaje do analizy struktury biologiczno-che-
micznej czesci modelu.
Podsystem producentéw i konsumentéw jest
czescig gléwng kazdego modelu. W wiekszosci
modeli zjawiska zachodzgce w tym podsystemie
opisywane sg ukiadem rbéwnan rézniczkowych
typu Lotka — Volterry:

dF 3)
=(up—Ry) F—gFZ

dt
qr  (acg )
gdzie:
F — liczebno$¢ fitoplanktonu, najezesciej
wyrazana stezeniem chlorofilu e (mg chro/
/m?),
Z — liczebnos$¢ zooplanktonu, najczesciej

wyrazana stezeniem wegla zawartego w
zooplanktonie (mg C/m3),

ur, Rp — wspélczynnik wzrostu i respiracji
fitoplanktonu (1/dzien),

g — wspélezynnik filtracji (m3/mg C dzien),
a — wspdlezynnik efektywmosci asymilacji,
Rz — wspblczynnik respiracji zooplanktonu
(1/dzien),

a — stosunek wegiel — chlorofil o (mg C/

/mg chl a).

Fitoplankton rozpatrywany jest jako catos¢ lub
podzielony na grupy. W modelu CLEAN [16]
fitoplankton podzielono na nanoplankton i plan-
kton sieciowy, modelu Biermana [17] rozpatruje
sie trzy grupy: okrzemki, glony zielone i sinice.
Konsumenci to zooplankton, rozpatrywany jako
calosé lub podzielony na zooplankton roslino-
zerny (herbivorus) i drapiezny (carnivorus),
stosowany bywa takze podzial na zooplankton
pozerajacy wylacznie detritus badz fitoplank-
ton.

Wspdlczynnik wzrostu fitoplanktonu up jest
funkcjg natezenia s$wiatla, temperatury wody
i stezeh nieorganicznych zwigzkéw N, P, Si,
o ilosci argumentéw i sposobie opisu ich wplywu
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na ur decyduje tworca modelu. W analizowa-
nych modelach stosowane sg najczesciej dwa
typy zaleznosci:
Up = Umax * W(T) - w(I) - u(P) - u(N), [15]
Up == Umax min/u(l) - u(P) - u(N)/w(T), [17]
gdzie:
Umax — maksymalna wartosé¢ wspolczynnika
wzrostu otrzymana w optymalnych warun-
kach (1/dzien),
u(I), u(T), u(P), u(N) — czynniki wyrazajgce
wplyw odpowiednio: natezenie $wiatla, tem-
peratury wody, stezen, fosforu i azotu na
wielkosé up (1/dzien).

Wplyw stezenr mineralnych form azotu i fosforu
na ur obliczany jest we wspoélczesnych meto-
dach bioprodukcji w oparciu o dwie odmienne
teorie:
1) klasyczng teorie Monoda, w mysl ktérej
stezenie substancji biogennych na zewngtrz
komorki determinuje szybko§¢ wzrostu zgod-
nie z prawem Michaelisa — Mentena,
2) teorie w mys$l ktérej proces konsumpcji
zwigzkéw mineralnych odbywa sie w dwoch
etapach: pochloniecia i zmagazynowania a
szybkos$é wzrostu zalezy od stezen substancji
biogennej wewnatrz komoérki [18].
Pozostale parametry wchodzgce w sklad ukla-
du (3) zalezg od temperatury w sposob liniowy
lub zgodnie z prawem Van’t Hoff’a [15], wspol-
czynniki g i a zalezg takze od ilosci fitoplankto-
nu [15].
Procesy zachodzagce w podsystemie przemian
zwigzkdw organicznych i nieorganicznych opi-
sywane sg klasycznymi zalezno$ciami uwzgle-
dniajagcymi wplyw temperatury liczebnosci fi-
toplanktonu na szybkoé¢ reakcji.
Problem weryfikacji modeli bioprodukcji spro-
wadza sie do okreslenia wartosci parametréw,
wchodzacych w skltad réownan modelu. Wiek-
sz0&¢ parametrow tych modeli moze zosta¢ wy-
znaczcna drogg pomiaru odpowiednich wielkos-
ci, stosowane sa takze roézne metedy estymacji
(kalibracji). ‘Nieznane wartosci parametrow
orrzymywane sg droga minimalizacji réznicy
pomiedzy wskazaniem modelu a pomiarem.
Wartosci wielu parametréow stosowanych w mo-
delach znalez¢é mozna w bardzo obszernej mono-
grafii Jorgensena [19]. Z problemem weryfika-
cji medelu zwigzana jest kwestia wyboru klasy
zjawisk modelowanych, do klasy istotnie waz-
nej z punktu widzenia celu jaki stoi przed mo-
delem. Analize pewnych wskaznikéw znalezé
mozna w pracy Jorgensena [20] oraz w pracy
Halfona [21). © Z zagadnieniem tym laczy sie
kwestia stabilnosci modelu oraz czulosci modelu
na zmiany parametrow. Problemy te, bedace
przedmiotem badan ekologii teoretycznej nie zo-
staly wlaczone w zakres tego artykulu.

Wybér modelu

Praktyczne zastosowanie przedstawionych mo-
deli to przede wszystkim problem wyboru mo-
delu optymalnego ze wzgledu na cel, ktéremu
ma on stuzye¢.
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W przypadku modelu Vollenweidera i prac
zwigzanych z tg koncepcjg nalezy podkresli¢, ze
prostota i latwoéé korzystania z tego modelu nie
powinna przystoni¢ ograniczen, wynikajgcych
z zalozen lezacych u jego podstawy. Model ten
nie powinien byé¢ stosowany przy badaniu dy-
namiki przemian jeziora w malej skali czasowej
oraz dla jezior, w ktérych fosfor nie jest glow-
nym czynnikiem limitujacym bioprodukcje.
W przypadku gdy zalozenia sg spelnione nie ma
istotnych réznic pomiedzy wskazaniami modeli
tego typu a wskazaniami wielowymiarowych
modeli bioprodukeji. Model ten jest najczesciej
stosowany, szczegblnie przy ocenie dopuszczal-
nego obcigzenia fosforem, nie zmieniajgcego
stanu troficznego jeziora.

W przypadku gdy interesuje nas dynamika prze-
mian jeziora w skali roku, lub gdy fosfor nie
jest dominujacym czynnikiem limitujgcym zmu-
szeni jestesmy dokona¢ wyboru w klasie wielo-
wymiarowych modeli bioprodukcji. Decydujac
sie na ten krok musimy zdawac sobie sprawe
z wysokich kosztow weryfikacji modelu. Koszty
te spowodowane sg koniecznoscia estymacji
{(kalibracji) parametréw modelu na podstawie
wynikéw pomiaréw, wymagany jest zatem co-
najmniej jednorazowy cykl pomiarow wielkos-
ci, ktéore majg by¢ modelowane (minimalnie
1—2 pomiary miesiecznie).

Wybér modelu tej grupy zwigzany jest z przy-
jeciem pewnej klasy zjawisk dominujgcych w
procesie przemian jeziora. Do tej pory w litera-
turze .§wiatowej brak jest kryteriow pozwala-
jacych wyodrebni¢ te klase w sposéb jedno-
znaczny. Z doswiadczen autora, ktéry préobowal
stosowa¢ modele bioprodukcji dla modelowania
przemian, w mocno zeutrofizowanych jeziorach
(jeziora: Popielewskie i Szydtowskie kolo Gniez-
na [22]) wynika, ze bardzo istotnym zjawiskiem
jest wymiana fosforu pomiedzy osadami a wo-
da jeziora.
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