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Prędkość krytyczna przejścia ruchu laminarnego w turbulentny
na przykładzie przepływu mieszaniny węglowo-wodnej

w rurociągach

Transport hydrauliczny rurociągami należy do najbar-
dziej niezawodnych i ekonomicznie uzasadnionych ro-
dzajów transportu. Z uwagi na jego walory ekologiczne 
i estetyczne, jest także preferowanym rozwiązaniem w in-
żynierii środowiska. Przesyłanie rurociągami mieszanin 
zawierających znaczne ilości zawiesin wymaga określenia 
ich właściwości reologicznych na podstawie pomiarów 
prowadzonych w wiskozymetrach rurowych lub rotacyj-
nych. Badania te pozwalają na określenie krzywych pły-
nięcia, na podstawie których można przyjąć odpowiedni 
model reologiczny. Wyznaczony na podstawie badań mo-
del reologiczny pozwala z kolei na poprawne obliczenie 
strat hydraulicznych podczas przepływu danej mieszaniny 
w instalacji przemysłowej.

Jednym z istotnych problemów występujących podczas 
przepływu mieszanin w rurociągach jest ustalenie momen-
tu przejścia przepływu (ruchu) laminarnego (warstwowego, 
uwarstwionego) w przepływ (ruch) turbulentny (burzliwy). 
Transport odbywający się w zakresie ruchu burzliwego cha-
rakteryzuje się znacząco większym zapotrzebowaniem na 
energię wraz ze wzrostem prędkości, podczas gdy przyrost 
prędkości w ruchu laminarnym powoduje znacząco mniej-
szy spadek ciśnienia niż w ruchu turbulentnym. Moment 
przejścia ruchu laminarnego w burzliwy określa prędkość 
krytyczna, której nie można wyznaczyć jednoznacznie, to 
jest określić taką wartość prędkości, poniżej której dana 
mieszanina przemieszcza się ruchem laminarnym, a tuż 
po jej przekroczeniu – ruchem turbulentnym. W literaturze 
przedmiotu panuje zgoda, że przejście z ruchu laminarnego 
w burzliwy odbywa się w pewnej strefi e prędkości przepły-
wu [1]. Strefę tę próbuje się scharakteryzować jedną war-
tością prędkości krytycznej, lecz bardziej odpowiednia jest 
jej charakterystyka dwiema wartościami – dolną i górną 
prędkością krytyczną. Dolna prędkość krytyczna to pręd-
kość, poniżej której mieszanina przemieszcza się na pewno 
ruchem laminarnym, zaś górna prędkość krytyczna to taka, 
powyżej której mieszanina przemieszcza się na pewno ru-
chem turbulentnym.

Celem badań było określenie modelu reologicznego 
oraz prędkości krytycznej przepływu mieszaniny składa-
jącej się z ziaren pyłu węgla kamiennego i wody. Zakres 
stężenia objętościowego fazy stałej w mieszaninie wynosił 
43÷53%, co odpowiadało jej stężeniu wagowemu 52÷61%.

Materiał badawczy i metody pomiarowe

Użyty w badaniach pył węgla kamiennego pochodził 
z jednej z polskich kopalń, z przeznaczeniem do spalania 
w elektrowniach i elektrociepłowniach. Jego skład ziarno-
wy, określony za pomocą laserowego analizatora wielkości 
ziaren, przedstawiono na rysunku 1. Wielkość ziaren węgla 
mieściła się w zakresie od 3  ,9 μm do 418,6 μm, przy czym 
średnia wielkość ziaren wynosiła 104,9 μm.

Badania przepływu mieszaniny węglowo-wodnej (o gę-
stości 1 176÷1 217 kg/m3) przeprowadzono w trzech ruro-
ciągach stalowych o średnicy wewnętrznej (D) wynoszącej 
odpowiednio 21 mm, 29 mm i 47 mm. Długość (L) odcin-
ków każdego z rurociągów, na których mierzono wartość 
spadku ciśnienia była stała i wynosiła 3,9 m. Wartość stru-
mienia objętości mieszaniny węglowo-wodnej w rurociągu 
mierzono przepływomierzem elektromagnetycznym zain-
stalowanym na każdym rurociągu. Zastosowane przepły-
womierze były przeznaczone do pomiaru przepływu cieczy 
zanieczyszczonych. Konstrukcja instalacji umożliwiła tak-
że określenie prędkości przepływu mieszaniny metodą ob-
jętościową, oddzielnie w każdym z trzech rurociągów. Róż-
nicę ciśnienia między przekrojami pomiarowymi mierzono 
na dwa sposoby. W pierwszym mieszanina przepływająca 
przez przekrój pomiarowy wpływała do kalibrowanego 
naczynia separującego i sprężała powietrze znajdujące się 
w jego górnej części. Z każdego z naczyń zlokalizowanych 
w danym przekroju pomiarowym wyprowadzono prze-
wód i mierzono różnicę ciśnienia powietrza między dwo-
ma przekrojami pomiarowymi za pomocą przetwornika
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Rys. 1. Krzywe uziarnienia pyłu węgla kamiennego
Fig. 1. Particle size distribution curve of bituminous coal dust
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ciśnienia lub manometru cieczowego (u-rurka). Drugim 
sposobem określenia spadku ciśnienia był pomiar jego róż-
nicy między dwoma przekrojami przetwornikiem różnicy 
ciśnienia, do którego ciśnienie z przekrojów pomiarowych 
było przekazywane elastycznym przewodem impulsowym 
wypełnionym wodą. W każdym przekroju pomiarowym 
pobierano ciśnienie z dwóch otworów o średnicy 6 mm, 
odległych od siebie na obwodzie rurociągu o 135 stopni. 
Zmiana wartości strumienia objętości mieszaniny węglo-
wo-wodnej w rurociągu następowała poprzez zmianę obro-
tów wirnika pompy dzięki przemiennikowi częstotliwości 
zasilania.

Dyskusja wyników badań

Wyniki pomiarów spadku ciśnienia w badanych ruro-
ciągach przedstawiono na rysunku 2. Wykresy wykonano 
w układzie logarytmicznym, co pozwoliło pokazać, że 
przepływ mieszaniny węglowo-wodnej we wszystkich ru-
rociągach odbywał się w strefi e ruchu laminarnego. Jedynie 
przy stężeniu objętościowym węgla w mieszaninie równym 
43%, w rurociągach o średnicy 21 mm i 29 mm, została prze-
kroczona prędkość krytyczna i przy najwyższych prędko-
ściach przepływ odbywał się już w strefi e ruchu burzliwe-
go. Na wykresie zależności Δp = f(v) w rurociągu o średnicy 
21 mm widać, że podczas przepływu mieszaniny o stężeniu 
objętościowym 43%, punkty pomiarowe ułożyły się na li-
nii przecinającej linię prostą reprezentującą przepływ wody 
w tym rurociągu w ruchu turbulentnym. Punkty pomiaro-
we przy tym stężeniu i wzrastających prędkościach ułożyły 
się na linii prostej reprezentującej ruch turbulentny. Moż-
na zatem oszacować (jak proponowali autorzy pracy [2])
wartość prędkości krytycznej przejścia z przepływu lami-
narnego do turbulentnego w przypadku mieszaniny o stę-
żeniu 43% (obj.) – w rurociągu o średnicy 21 mm prędkość 
krytyczna (vkr) wynosiła około 4 m/s, a w rurociągu o śred-
nicy 29 mm około 5 m/s.

Zależności spadku ciśnienia od prędkości przepływu 
wykazały, że mieszanina węglowo-wodna może mieć wła-
ściwości cieczy nienewtonowskiej. W celu weryfi kacji tej 
tezy sporządzono krzywe płynięcia, które przedstawiono 
na rysunku 3. Na osi rzędnych odłożono wartości naprężeń 
stycznych (τw = ΔpD/4L), a na osi odciętych wartości gra-
dientu prędkości (Gp = 8v/D).

Wykresy zależności naprężeń stycznych na ściance ru-
rociągu (τw) od gradientu prędkości (Gp) potwierdziły, że 
badana mieszanina miała właściwości cieczy nienewto-
nowskiej według modelu Binghama w postaci:

 τw = τy + ηGp (1)

w której τy oznacza próg płynięcia (Pa), a η – lepkość pla-
styczną (binghamowską) (Pa∙s).

Z przebiegu krzywych na rysunku 3 widać, że w ruro-
ciągach o średnicach 21 mm i 29 mm badania objęły stre-
fę ruchu laminarnego i burzliwego. Punkty reprezentują-
ce ruch laminarny ułożyły się wzdłuż jednej linii prostej, 

Rys. 2. Zależność spadku ciśnienia od prędkości przepływu mieszaniny węglowo wodnej w rurociągach
Fig. 2. Correlation between pressure drop and fl ow rate of the coal-water mixture in pipelines

Rys. 3. Krzywe płynięcia mieszaniny węglowo-wodnej
o stężeniu objętościowym 43% w rurociągach
Fig. 3. Flow curves of the coal-water mixture

with volume concentration of 43% in pipelines
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natomiast punkty leżące nad laminarną krzywą płynięcia 
(linia prosta) reprezentowały ruch turbulentny mieszaniny. 
W tabeli 1 zestawiono wartości parametrów z modelu Bin-
ghama w odniesieniu do wszystkich badanych mieszanin 
transportowanych rurociągiem o średnicy 21 mm.

Prędkość krytyczna przejścia
ruchu laminarnego w turbulentny

Tradycyjnym kryterium stosowanym do oceny rodzaju 
ruchu w rurociągu jest liczba Reynoldsa, której defi nicja 
w przypadku cieczy newtonowskich jest powszechnie znana. 
W przypadku cieczy nienewtonowskich w literaturze przed-
miotu panuje zgodność, że przejście z ruchu laminarnego 
w turbulentny nie następuje nagle, lecz stopniowo, w pew-
nej strefi e przejściowej, która najczęściej lokowana jest 
w zakresie wartości liczby Reynoldsa od 2 000 do 4 000 [3],
jakkolwiek autorzy prac [4, 5] podają, że strefa ta zawarta 
jest między Re = 1 300 i Re = 3 000. Z kolei autor pracy [6] 
uważa, że w pełni rozwinięty przepływ turbulentny wyma-
ga minimalnej liczby Reynoldsa równej 10 000, natomiast 
wyniki eksperymentów omówionych w pracy [7] wska-
zują, że przejście do przepływu turbulentnego ma miejsce 
przy Re ≈ 3 400.

Liczba Reynoldsa podczas przepływu cieczy nienew-
tonowskiej jest defi niowana w różny sposób. Klasyczna 
liczba Reynoldsa podczas przepływu nienewtonowskiego 
opisanego modelem Binghama ma postać [8]:

      (2)

Autorzy pracy [9], wykorzystując liczbę Hedstroma, 
podali następujący wzór na liczbę Reynoldsa:

      (3)

W pracach [10–13], w przypadku mieszanin nienewto-
nowskich opisanych modelem dwuparametrowym, zapro-
ponowano uogólnioną liczbę Reynoldsa w postaci:

     (4)

Autor pracy [14] w przypadku przepływu ciała Bingha-
ma podał następujące równanie:

      (5)

W pracy [2] podano wzory do obliczenia prędkości kry-
tycznych w następującej postaci:

– dolna prędkość krytyczna, poniżej której na pewno 
występuje przepływ laminarny:

     (6)

– górna prędkość krytyczna, powyżej której na pewno 
występuje przepływ turbulentny:

     (7)

W przypadku cieczy binghamowskiej autorzy pracy [3] 
podali następujący wzór na prędkość krytyczną (brytyjski  
system miar):

     (8)

w którym:
vkrB – prędkość krytyczna, ft/s
ηp – lepkość plastyczna Binghama, cp
ρ – gęstość cieczy binghamowskiej, lb/gal
D – średnica wewnętrzna rurociągu, in
τy – próg płynięcia, psi

Bardzo często do oszacowania wartości prędkości kry-
tycznej wykorzystywany jest wzór wyprowadzony z anali-
zy wymiarowej i przy założeniu, że przejście z ruchu lami-
narnego do turbulentnego następuje przy liczbie Reynoldsa 
równej 2 100 [11, 15–17]:

      (9)

w którym N przyjmuje wartości od 16,2 (przy założeniu, że 
D → ∞) [18], do 26 [19].

Autorzy pracy [15] podają, że równanie (5) można roz-
wiązać względem liczby Hedstroma (He) i bezwymiarowej 
miary strefy przejściowej (N), której wartość maleje mono-
tonnie wraz ze wzrostem wartości He, najpierw zmniejsza-
jąc się od N ≈ 30 (He = 104) do N ≈ 22 (He = 105), a następnie 
maleje wolno do N = 19 (He = 108).

W ocenie wielkości strefy przejściowej przyjęto zało-
żenie, że dolna prędkość krytyczna odpowiada warunkom 
przepływu, w którym Re = 2 000, a górna prędkość krytycz-
na – gdy Re = 4 000. Punktem odniesienia w ocenie sposobu 
wyznaczania prędkości krytycznej przejścia z ruchu lami-
narnego w turbulentny są wartości zmierzonego w strefi e 
laminarnej i turbulentnej przepływu mieszaniny węglo-
wo-wodnej o stężeniu objętościowym 43% w rurociągu 
o średnicy 21 mm (rys. 4). Prostym sposobem oszacowania 
wartości prędkości krytycznej przepływu mieszaniny wę-
glowo-wodnej w rurociągu było odczytanie tej wartości 
z wykresu zależności Δp = f(v). Jeżeli badania obejmują 
przepływy w strefi e laminarnej i burzliwej, wówczas na 
wykresie krzywej płynięcia linia punktów pomiarowych 
w ruchu laminarnym przetnie podobną linię dotyczącą 
przepływów burzliwych (rys. 4). Jako jedni z pierwszych 
oszacowanie wartości prędkości krytycznej rekomendowa-
li w ten sposób autorzy pracy [2]. W badanym przypad-
ku pokazanym na rysunku 4 linie przepływu laminarnego 

Tabela 1. Wartości parametrów modelu Binghama
Table 1. Values of the Bingham model parameters

Stężenie
objętościowe

mieszaniny*, %

Parametr, jednostka

próg płynięcia
(τy), Pa

lepkość plastyczna
(η), Pa∙s

43 48,53 0,036

36 73,46 0,047

51 74,03 0,048

53 55,74 0,070

* mieszanina węglowo-wodna transportowana
rurociągiem o średnicy 21 mm
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i turbulentnego przecinały się w punkcie odpowiadającym 
prędkości przepływu vkr = 3,89 m/s. Wartość ta była punk-
tem odniesienia do obliczanych wartości prędkości kry-
tycznej różnymi sposobami w celu oszacowania dokład-
ności tych sposobów. Przykład określenia tych prędkości 
pokazano na rysunku 4.

W celu porównania sposobów wyznaczania prędkości 
krytycznej wykorzystano kilka propozycji różnych auto-
rów, a także obliczono wartości tej prędkości przy złoże-
niu, że górna prędkość krytyczna jest osiągana przy liczbie 
Reynoldsa Re = 4 000, a dolna przy Re = 2 000. Wyniki obli-
czeń zestawiono w tabeli 2.

Jak wynika z zamieszczonych wartości prędkości kry-
tycznej, wszystkie one mieściły się w pewnym zakresie 
i trudno było wskazać najlepszy sposób jej wyznaczania. 
Biorąc pod uwagę prostotę obliczeń, najwygodniejszym 
sposobem wydaje się być zależność (9). Innym sposo-
bem weryfi kacji rodzaju przepływu w rurociągu może 
być liczba Reynoldsa obliczona według wzoru (3), lecz 
w tym przypadku wymagana jest znajomość parametrów 
modelu Binghama. W rozważanym przypadku przepływu 
mieszaniny węglowo-wodnej o stężeniu objętościowym 
43% w rurociągu o średnicy 21 mm liczba Reynoldsa wy-
nosiła Re = 2 055, co potwierdziło, że przepływ odbywał się 
w strefi e ruchu laminarnego.

Wnioski

♦ Mieszanina węglowo-wodna w zakresie stężenia ob-
jętościowego 43÷53%, podczas przepływu w rurociągach 
o średnicy 21÷47 mm, zachowywała się jak ciecz nienew-
tonowska opisana modelem Binghama.

♦ Ocena sposobu wyznaczania wartości prędkości kry-
tycznej przejścia ruchu laminarnego w turbulentny wy-
kazała, że w przypadku przepływu mieszaniny o stężeniu 
objętościowym 43% w rurociągu o średnicy 21 mm trud-
no było wskazać najlepszy sposób wyznaczania prędkości 
krytycznej. W przypadku dysponowania wynikami badań 
w strefach laminarnej i burzliwej, można zalecić prostą me-
todę przecięcia się linii charakteryzującej pomiary w strefi e 
laminarnej z linią w strefi e turbulentnej. Innym sposobem 
w przypadku cieczy binghamowskiej może być obliczenie 
wartości prędkości krytycznej przy znanych parametrach 
reologicznych z liczby Reynoldsa równej 2 100.
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Abstract: Pipeline hydrotransport belongs to the most 
reliable and economically justifi ed modes of transport. Due 
to its ecological and aesthetic values, it is also the preferred 
solution in environmental engineering. Transport of mixtures 
with signifi cant amounts of suspensions requires determina-
tion of their rheological properties to adopt an appropriate 
rheological model. The rheological model determined on the 
basis of research allows then for the correct calculation of 
hydraulic losses during the fl ow of a given mixture through 
industrial installation. One of the major challenges regard-
ing the fl ow of mixtures through pipelines is determination 
of transition point at which laminar traffi c changes into tur-
bulent, because transport under turbulent fl ow is character-
ized by signifi cantly higher energy demand. The fl ow study 
results for the coal-water mixture (bituminous coal dust) with 

volume concentration of 43–53% and 1 176–1 217 kg/m3 den-
sity in the pipelines of 21–47 mm diameter were presented. 
The rheological features of the mixture under testing were 
described by the Bingham two-parameter model. Results of 
the experiments were the basis for analyzing the behavior of 
the coal-water mixture with 43% volume concentration in 21 
and 29 mm pipelines during transition from laminar to turbu-
lent fl ow. For this purpose, a comparative analysis of several 
methods for determining critical velocity of the laminar-turbu-
lent transition was carried out. In order to determine the criti-
cal velocity value, application of various defi nitions of Reyn-
olds number was proposed. On this basis, the critical velocity 
value was calculated from the formulas by different authors 
and with the assumption that transition zone between laminar 
and turbulent fl ow was in the range of Reynolds number from 
Re = 2000 to Re = 4000.

Keywords: Hydraulic transport, rheological properties, 
coal-water mixture, laminar fl ow, turbulent fl ow, critical velocity, 
Bingham model, transition zone.




