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Adwekcyjny transport zanieczyszczen w rzece
z uwzglednieniem dyfuzji dwukierunkowej
w ptaszczyznie prostopadiej do kierunku przepltywu

Zanieczyszczenia w §rodowisku wodnym ulegajg roz-
przestrzenianiu w wyniku réznych procesow, takich jak ad-
wekcja, dyfuzja molekularna, czy dyfuzja turbulentna. Do-
datkowo na rozproszenie zanieczyszczen wptywa dyspersja
masy, wynikajaca z nierownomiernego rozktadu predkosci
w plaszczyznie prostopadtej do kierunku przeptywu wody
w rzece. Rownaniem uwzgledniajagcym te procesy jest
rownanie adwekcji—dyfuzji w stanach nieustalonych [1-6].
Rozwigzanie takiego rownania w przypadku ogdlnym jest
mozliwe tylko metodami numerycznymi. Jednak wystar-
czajaca informacj¢ o sposobie rozprzestrzeniania si¢ zanie-
czyszczen mozna uzyskac z analitycznych rozwigzan row-
nania, w pewnych szczego6lnych przypadkach rozktadu ich
ilosci w czasie i przestrzeni, w przypadku prostej geometrii
osrodka, w ktorym wystepuje przeptyw wody. Rozwigza-
nia analityczne pozwalaja na szybkie uzyskanie przyblizo-
nej informacji o czasie wystapienia okreslonej zawartos$ci
danego zanieczyszczenia w przekroju pomiarowo-kontrol-
nym, oszacowanie czasu trwania zanieczyszczenia prze-
wyzszajacego warto$¢ uznang za bezpieczng, wyznaczenie
stopnia wymieszania zanieczyszczen z woda w rzece itp.

W pracy przeanalizowano przypadek adwekcyjnego
transportu zanieczyszczen z uwzglednieniem dwukierun-
kowej dyspersji poprzecznej w rzece o korycie prostokat-
nym. Wyniki uzyskane metodami numerycznymi, przezna-
czonymi do rozwigzywania rownan rozniczkowych, moga
by¢ obcigzone wieloma btgdami numerycznymi. Rozwig-
zanie analityczne rownania transportu masy, co prawda
uzyskane tylko w pewnych przypadkach rozprzestrzenia-
nia si¢ zanieczyszczen, pozbawione jest jednak takich bte-
dow i moze by¢ dodatkowo wykorzystane do oceny jakosci
wynikdéw uzyskanych metodami numerycznymi.

Model transportu masy
Ogodlna posta¢ rownania rézniczkowego, opisujacego

adwekcyjno-dyspersyjny transport masy w stanach nie-
ustalonych, jest nastepujaca [1-3,7-18]:
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W dalszych rozwazaniach przyjeto nastepujace zatoze-
nia:

— predkos$ci poprzeczna i pionowa sg zerowe (V,=0,
V,~0),

— predkos¢ Vy jest stala i nie zalezy od czasu t i wspot-
rzgdnych x, y, z,

— zanieczyszczenia transportowane sg w kierunku osi
x w wyniku adwekcji (D,=0),

— wspotezynniki dyfuzji Dy i D, sg state i nie zaleza od
czasu i wspolrzednych x, y, z,

— szybkos$¢ procesu przemiany zanieczyszczen moze
by¢ opisana mechanizmem jednoczasteczkowym pierw-
szego rzedu r(c)=kc [1,4,19].

Przy tych zatozeniach rownanie transportu zanieczysz-
czen, wynikajace z rownania (1), przyjmie postac:

2 2
oy 9 _p, ¢ 4p, 0¢ _
(62)

= k 2
ot % ox Y (0y)* ¢ @

Rozwigzanie rownania
transportu zanieczyszczen

Przed przystapieniem do rozwigzania réwnania (2) na-
lezy dokonaé jego przeksztatcenia do postaci niezaleznej
od wspdtrzednej x. W tym celu wprowadzono tzw. wspot-
rzedng ruchoma (x;) dang wzorem:

X] =X — Vit 3)
oraz trzy nowe wspolrzedne (t;, yq, z1):

1=t y1=y; 21=2 “4)

ktére umozliwiaja zapisanie réwnania (2) w nastgpujacej
formie rownowaznej, przy czym czas (t) w tym rownaniu
odnosi si¢ do ilo$ci zanieczyszczen w przekroju x=V,t
(transport adwekcyjny):
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Rozwiazanie réwnania (5) mozna przedstawi¢ w posta-
ci iloczynu trzech funkc;ji:

c=YWZHTEO (6)

ktére sg zalezne tylko od jednej wspoirzednej, odpowied-
nio y, z, t. Posta¢ analityczng kazdej z tych funkcji mozna
otrzyma¢ w podobny sposob do tego, jaki przedstawiono
w pracy [4].



20 A. Bielski

W celu wyznaczenia calki szczegolnej réwnania (5) ko-
nieczne jest podanie:
— warunku poczatkowego w przykladowej postaci:

c(y,z,t) =0, przy t=0, ye<0;25>, ze<0;2H>  (7)
— warunku brzegowego w przyktadowej postaci:

¢(y,2,1) = ¢o(¥,2) ®)

przy t=0 lub t>0, ye<0;2S>, ze<0;2H>

— warunkow dotyczacych pochodnych zawartoSci za-
nieczyszczen (0c/0y, Oc/0z) na granicy osrodkéw woda/
/dno rzeki. W przypadku koryta o przekroju prostokatnym

(rys. 1):
0c/dy = 0, przy y=(£28,0), =0, ze<0,2H> 9)
oc/oz =0, przy z=(£28,0), =0, ye<0,2S>  (10)
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Rys. 1. Schemat przekroju poprzecznego rzeki (koryto prostokgtne)
z zaznaczonym rozktadem zawartosci zanieczyszczen cq(Y, z)
(co ma statg warto$¢ w obszarze prostokata (2§, 20); na zewnatrz
prostokata c,=0; prostokat jest przesuniety na odlegto$¢ a od
lewego brzegu rzeki oraz znajduje sie na wysokosci b nad dnem
rzeki; rzeczywista rzeka o szerokosci 2S oraz gtebokosci 2H
reprezentowana jest przez ¢wiartke A uktadu wspotrzednych)

Fig. 1. Cross-section of the river (rectangular bed) with indicated
distribution of pollutant concentrations c,(y,z)

Przyjecie warunkow (9) i (10) oznacza, ze granica
o$rodkow woda/dno rzeki jest w przypadku zanieczysz-
czen dyfuzyjnie nieprzenikliwa.

Rozwigzanie rownania (5) w postaci catki szczegol-
nej (6), w przypadku rozktadu zawartosci zanieczyszczen
przedstawionych na rysunku 1, ma nastgpujaca postac:
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Uzyskanie powyzszego rozwigzania wymagato zasto-
sowania twierdzenia o najlepszej aproksymacji kwadrato-
wej funkcji oraz twierdzen o ciagach ortogonalnych [20].

(11)

Roéwnanie (11) wykorzystano nastgpnie do obliczen
rozktadu zawarto$ci zanieczyszczen w roznych przekro-
jach rzeki, ktorych lokalizacje okresla czas (t).

Przyktadowe rozwigzania

W celu graficznego zobrazowania przyktadowych roz-
ktadow ilosci zanieczyszczen w czasie 1 przestrzeni prze-
prowadzono obliczenia z wykorzystaniem rownania (11)
zaktadajac nastepujace wartosci: ¢,=100g/m>, a=20m,
£=5m, S=50m, b=0,5m, {=0,5m, H=1,5m, Dy, =0,05m?/s,
D,=0,0005 m2/s M=4000, N=4000, k=0. EwoluCJt; roz-
przestrzeniania si¢ zanieczyszczen w przekroju poprzecz-
nym rzeki w kolejnych chwilach t={100s, 500s, 1000s,
2000s, 50005, 10000s} zilustrowano na rysunku 2.

Z przedstawionych wykresow wynika, ze maksima za-
wartosci zanieczyszczen przesuwaly si¢ zawsze w kierun-
ku blizszych krawedzi przekroju poprzecznego — w tym
wypadku dna rzeki (z=0) i jej lewego brzegu (x=0). Z uwa-
gi na brak dyspersji wzdluznej masa zanieczyszczen zgro-
madzonych w danym przekroju, wyznaczona za pomoca
catki powierzchniowej c(y, z,t) w czasie t, byla zawsze taka
sama. Oznaczato to, ze w kazdym przekroju poprzecznym
rzeki $rednia zawarto$¢ zanieczyszczen byta taka sama
i wynosita w tym przypadku cg=c,(£0/SH)=3,33(3) g/m’>.
Wraz z uptywem czasu zmieniato si¢ natomiast $rednie od-
chylenie zawarto$ci zanieczyszczen (o) od wartosci $red-
niej (cg). Wartos$¢ tego odchylenia mozna obliczy¢ z zalez-
nosci:

2H 2S
o(t) =J i H(c(y,zt> Cuq)dydz  (12)

Udziat v odchylenia ¢ w wartos$ci cg, opisany wzorem:

o(t)

Cird

v(H) = (13)
jest wspotczynnikiem zmienno$ci zawartosci zanieczysz-
czen w przekroju rzeki. Wspotczynnik ten charakteryzuje
stopien wymieszania zanieczyszczen z woda w rzece (przy
v=0 zanieczyszczenia s3 wymieszane catkowicie — roztwor
homogeniczny).

Przebieg zmian warto$ci wspotczynnika zmiennosci (v)
przedstawiono na rysunku 3. Catke (12) obliczono metoda
Simpsona. Poczatkowe zmiany wartosci tego wspotczyn-
nika byly duze (do chwili t=20000s), natomiast pdzniej
zmiany byly wolne, prawie liniowe. W przekroju, ktoremu
odpowiadal wspotczynnik zmiennosci v=0,1 (lub mniej-
szy) nastapito praktycznie catkowite wymieszanie zanie-
czyszczen z woda w rzece. W tym wypadku przekrdj ten
znajdowat si¢ w odleglosci od zrodta, ktorej odpowiadat
czas przeplywu okoto 48223s. Przy v=0,01 (1% odchy-
lenie zawartosci zanieczyszczen w przekroju od wartosci
$redniej) czas t~98052s.

Z uwagi na btedy analityki chemicznej oraz bledy zwia-
zane z poborem reprezentatywnej probki wody w okreslo-
nym punkcie przekroju rzeki, teoretyczne 10% odchylenie
zawartosci zanieczyszczen od wartosci $redniej mozna
uzna¢ za calkowity btad pomiaru. Z tego wzgledu wartosci
v=~0,1 odpowiadal czas praktycznie catkowitego wymie-
szania zanieczyszczen z woda w rzece. Oczywiscie z teore-
tycznego punktu widzenia catkowite (idealne) wymieszanie
zanieczyszczen z woda w rzece wystapi po nieskonczenie
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Rys. 2. Rozktad zawarto$ci zanieczyszczen w przekroju poprzecznym rzeki po danym czasie
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Fig. 2. Distribution of pollutant concentrations in the river cross-section after the time given
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dlugim czasie. Przyblizone wzory [21], umozliwiajace
oszacowanie czasu (t;) praktycznie catkowitego wymie-
szania zanieczyszczen z woda w rzece, nie daja informacji
o stopniu wymieszania zanieczyszczen, a wigc nie jest zna-
na informacja o odchyleniu zawarto$ci zanieczyszczen od
wartosci $redniej w przekroju rzeki. Ogolna posta¢ takiego
wzoru jest nastepujaca (D oznacza odpowiedni wspotczyn-
nik dyfuzji — Dy w przypadku szerokosci, D, w przypadku
gtebokoscei) [3]:

12

t, =— 14
n=75 (14)

W analizowanym przyktadzie czas petnego wymiesza-
nia w przekroju pionowym na podstawie wzoru (14) wyno-
sit t,, Y=(2H)?*/2D,=9000s, natomiast czas pelnego wymie-
szania w kierunku poprzecznym t,,'1=(25)*2D,=100000s.
Czas mieszania zanieczyszczen odczytany z rysunku 3 przy
v=0,01 byl zblizony do czasu zwigzanego z mieszaniem
w kierunku poprzecznym. Rownanie (14) nie dato jednak
zadnej informacji o stopniu wymieszania zanieczyszczen.
Dopiero analiza rozktadu ich zawarto$ci w przekroju po-
przecznym rzeki moze da¢ informacje o zmiennosci zawar-
tosci zanieczyszczen, a wigc o jakosci wymieszania.

Po czasie mieszania t,,Y=9000s istotnie nie wystgpity
lokalne maksima zawarto$ci zanieczyszczen w przekroju
pionowym, co wynikato z rozktadu zanieczyszczen sporza-
dzonego po czasie 10000s (rys. 2). Po czasie krétszym, np.
5000s, wystapito lokalne maksimum ilosci zanieczyszczen
w odlegtosci okoto 15m od lewego brzegu rzeki i znaczne
zréznicowanie w przekroju pionowym, co oznaczato, ze
nie nastapito jeszcze praktycznie catkowite wymieszanie
zanieczyszczen w tym kierunku. Po czasie 10000s stopien
wymieszania zanieczyszczen w przekroju rzeki byl nie-
wielki, poniewaz wspolczynnik zmiennosci v=0,60 (60%
odchylenie zawartosci zanieczyszczen w przekroju od war-
tosci $redniej) (rys. 3).
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Rys. 3. Przebieg wspotczynnika zmiennosci w czasie (x=Vyt)
Fig. 3. Change in coefficient of variation with time (x= V,t)

Superpozycja rozkladéw
zawartosci zanieczyszczen

Roéwnanie rézniczkowe (5) jest liniowe. W takim wy-
padku, jezeli istniatyby szczegdlne rozwigzania tego row-
nania, to kombinacja liniowa tych szczegdlnych rozwigzan
réwniez bylaby rozwigzaniem réwnania (5). Przyjeto, ze
ponizej pierwszego zrodla zanieczyszczenia, o wczesniej
podanych parametrach, znajdowato si¢ drugie zrodto, do
ktérego czas doptywu wynosit 3000s. Zatozone parametry
modelu (11) dotyczace drugiego zrédta byty nastgpujace:

c,=100g/m3, a=70m, &=5m, S=50m, b=1,5m, {=0,5m,
H=1,5m,D,=0,05 m?%s,D,=0,0005 m?/s, M=4000,N=4000,
k=0. Rozklad zawartosci zanieczyszczen pochodzacych
tylko z drugiego zrodta po czasie 2000s zilustrowano na
rysunku 4.

3,0

2,54

2,04

151

1,01

0,5

0,0

T T
50 60
y, m

T T T T
0 10 20 30 40 70 80 90 100

Rys. 4. Rozkiad zawartosci zanieczyszczen
w przekroju poprzecznym rzeki w przypadku
drugiego zrodta zanieczyszczen (t=2000s)
Fig. 4. Distribution of pollutant concentrations
in the river cross-section in the case of a second
pollution source (t=20005s)

Korzystajac z liniowosci rownan rozniczkowych zsu-
mowano rozktady zawarto$ci zanieczyszczen pochodza-
cych z pierwszego zrodta po czasie 5000s i drugiego zré-
dta po czasie 2000 s (czas przeplywu migdzy tymi zrédtami
wynosit 3000s). W ten sposob otrzymano wypadkowa
mape rozktadu zawartosci zanieczyszczen pochodzacych
z obu zrodet (rys. 5).
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Rys. 5. Superpozycja dwoch rozktadow zawartosci
zanieczyszczen w rzece
Fig. 5. Superposition of two distributions
of pollutant concentrations
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Podsumowanie

Przedstawione rozwigzanie rownania (5) w postaci for-
muly (11) umozliwito wyznaczenie rozkladu zawartosci
zanieczyszczen w przekrojach poprzecznych rzeki. Wyka-
zano, ze ich warto$ci maksymalne, w coraz dalszych prze-
krojach, przemieszczaty si¢ zawsze w kierunku blizszych
krawedzi przekroju poprzecznego rzeki. Taka sytuacja mo-
gla zaistnie¢ tylko wtedy, gdy zanieczyszczenia nie byly
wprowadzane w srodku symetrii przekroju rzeki. W zwigz-
ku z tym probki wody powinny by¢ pobierane w poblizu
miejsc wystapienia maksymalnych zawarto$ci zanieczysz-
czen okreslonych za pomoca rownania (11). Pobor probek
w niewlasciwym miejscu moze prowadzi¢ do btednego
wniosku o zawartos$ci zanieczyszczen, a tym samym do
btednych decyzji dotyczacych zarzadzania jakoScig wody
w rzece. Dysponujac rozktadem zawartosci zanieczyszczen
w przekrojach poprzecznych rzeki mozna okresli¢ zalez-
no$¢ wspotczynnika zmiennosci od czasu. Umozliwia to
wyznaczenie czasu niezb¢dnego do wymieszania zanie-
czyszczen z wodami rzeki w odpowiednim stopniu.

Wyniki obliczen uzyskane za pomocg wzoru (11) mozna
wykorzysta¢ do testowania jakosci wynikéw otrzymanych
za pomoca algorytmow numerycznych i jakosci samych al-
gorytméw. Z doswiadczen numerycznych wynika, ze licz-
ba sktadnikéw wzigtych do sumowania w réwnaniu (11)
powinna by¢ dos¢ duza (np. 2000, 4000) w celu zapew-
nienia zadowalajacej doktadnos$ci obliczen. Funkcje sinus
i cosinus, bez wzgledu na warto$ci m oraz n, moga byc¢
bliskie np. 1, —1 , a jedynymi czynnikami ttumigcymi ich
warto$ci sa funkcja wyktadnicza i liczby m, n oraz iloczyn
m-n. W zwiazku z tym maksymalne warto$ci m oraz n przy
sumowaniu powinny by¢ tak dobrane, aby iloraz wartosci
odpowiedniej funkcji wyktadniczej i maksymalnej liczby
m lub n (lub iloczynu mn) nie spowodowat zmiany ob-
liczanej zawartosci zanieczyszczen wigkszej od zadanej
doktadnosci.

Oznaczenia

a — odleglos¢ od brzegu rzeki do zrodta zanieczyszczenia w kie-
runku y, m

b — odlegtos¢ od brzegu rzeki do zrodta zanieczyszczenia w kie-
runku y, m

¢ — zawarto$é zanieczyszczen, g/m>

¢o— zawarto$é zanieczyszczen w przekroju poczatkowym rzeki, g/m?
cgd— Srednia zawarto$¢ zanieczyszczen, g/m

Dy, Dy, D, — wspotczynniki dyfuzji w kierunkach x, y, z, m?/s

k — stata szybkosci procesu, 1/s

1 — wymiar liniowy rzeki (szerokos¢ 285 lub glebokos¢ 2H), m

m — stata

M — maksymalna warto$¢ m

n — stata

N — maksymalna warto$¢ n

1(c) — szybkos¢ procesu chemicznego lub biochemicznego, g/m?s
t, ty —czas, s

tyn — Czas mieszania, s

tm " — czas mieszania w kierunku pionowym, s

ty'H — czas mieszania w kierunku poziomym poprzecznym, s

Vi Vy, V, —skladowe predkosci przeptywu w kierunkach x, y, z, m/s
Y, Z, T — funkcje sktadowe zawarto$ci zanieczyszczen

X — wspoétrzedna pozioma w kierunku przeptywu rzeki, m

X1 — wspoOhrzedna ruchoma, m

Yy, Y1 — wspotrzedna pozioma w kierunku prostopadtym do osi x, m
z, z; — Wspotrzedna pionowa, m

2& — szerokos¢ strefy doplywajacych zanieczyszczen, m

2L — wysokos¢ strefy doptywajacych zanieczyszczen, m

& —odchylenie zawartosci zanieczyszczen od wartosci $redniej, g/m>
v — wspdtczynnik zmiennosci
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Abstract: The paper presents an analytical solution
of the differential equation that describes advection mass
transport with bi-directional diffusion in the plane perpen-
dicular to flow under conditions of unsteady state. The so-
lution obtained makes it possible to define the distribution
of pollutant concentrations in the river cross-section and
determine the coefficient of variation in the concentrations

of the pollutants. Knowledge of the coefficient of variation
offers the possibility for determining (up to the extent desi-
red) the time during which the pollutants and riverine wa-
ter become intermixed. To visualize the method proposed,
an example was presented of time-related evolution of the
pollutant concentration map, and a method was suggested,
which shows how to produce such maps in the case of se-
veral pollution sources.

Keywords: River pollution, advection, bi-directional
diffusion, unsteady state.





