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Matematyczne metody globalnej oceny wybranych zjawisk

Globalna analiza zjawisk przebiegajacych w hydrosferze oraz
formutowanie prognoz zmian tych zjawisk, wynikajacych z inter-
akcji pomiedzy czynnikami antropogenicznymi a Srodowiskiem
naturalnym, wymaga zastosowania odpowiednich metod modelo-
wania matematycznego. Niniejszy artykut jest kompilacja wyni-
kéw badari relacji cztowiek-hydrosfera przy pomocy modeli
stanu ustalonego i nieustalonego [1,3].

Modele stanu ustalonego

Jezeli doptyw substancji do uktadu, ktérym moze byé zaréwno
Srodowisko wodne, atmosfera jak i organizmy roslinne czy zwie-
rzeee, jest réwny odptywowi, czyli gdy ilosé substancji w ukta-
dzic jest stata, to mamy do czynienia ze stanem ustalonym lub
réwnowagowym, ktérego uproszczony zapis jest nastgpujacy:

M/Fo=M/Fi=T O

gdzie M oznacza mas¢ substancji w uktadzie, Fo(F;) — predkos¢
doptywu (odptywu) do (z) uktadu, za§ T - czas retencji w
uktfadzie.

Model stanu ustalonego moze by¢ wykorzystany do globalnej
analizy takich zjawisk, jak np. retencja wody w atmosferze lub
wegla w biosferze, zawarto$¢ w atmosferze naturalnego dwutlen-
ku siarki oraz dwutlenku siarki pochodzenia antropogenicznego,
stan jezior zasilanych statymi tadunkami zanieczyszczen, czy
wreszcie obieg fosforu w zbiornikach wodnych lub tez obieg wo-
dy w przyrodzie. Dla zilustrowania mozliwosci wykorzystania
modelu stanu ustalonego przeanalizowano zagadnienie obiegu fo-
sforu w jeziorze przy naglym zasileniu go fosforem nieorganicz-
nym oraz cykl obiegu wody w przyrodzie przy zmniejszeniu
stopnia jej odparowania z powierzchni ladéw. Do analizy cyrku-
lacji fosforu w jeziorze uzyty moze byé model, ktérego strukture
ilustruje schemat:

For =pPpX, X
X, 21 =P X1 X, X,

R X F30= X3

X
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zachodzacych w hydrosferze

W modelu tym X oznacza fosfor w biomasie organizméw zy-
wych, X7 — fosfor nieorganiczny, natomiast X3 — fosfor w mar-
twej materii organicznej. Kazda z wartosci X moze by¢ wyrazona
w milimolach fosforu na metr sze$cienny wody w jeziorze. Para-
metr Fij oznacza przeptyw fosforu ze zbioru (i) do zbioru (j)
w mmolP/m°d. Srednie zawartosci fosforu w jeziorze w formach
X1, X2 oraz X3 w stanie ustalonym przyjeto jako réwne odpowie-
dnio: 0,2; 0,1 oraz 1,0 mmolP/m’, przy zatozonym Srednim czasie
retencji fosforu w zywej biomasie wynoszacym cztery doby [2,3].
Prezentowane zagadnienie sprowadza si¢ do wyznaczenia warun-
kéw nowego stanu ustalonego, kiedy do jeziora wprowadzony
zostanie w czasie t=0 jednorazowo fosfor nieorganiczny w ilosci
0,02 mmolP/m’. Powyzsze zagadnienie zostato rozwiazane przy
zalozeniu, Ze state szybkos$ci reakcji o, P i v nie ulegaja zmianie.

Przeptyw fosforu ze zbioru X; do X3, wynikajacy z wydziela-
nia fosforu przez organizmy zywe oraz z ich obumierania, jak
réwniez przeptyw zc zbioru X3 do X2, bedacy rezultatem ich roz-
kiadu, moga by¢ oszacowane jako procesy liniowe sterowane
przez donory. Przeptyw fosforu ze zbioru X2 do X jest sterowa-
ny zaréwno przez donory jak i przez receptory. Sterowanie recep-
torowe wynika z faktu, ze im wigksze bedzie stezenie biomasy
organizméw zywych, tym wigckszy bedzie pobdr fosforu nieorga-
nicznego przez t¢ biomase. | przeciwnie, duza zawartos¢ fosforu
nieorganicznego nie powoduje zwigkszenia stopnia rozktadu bio-
masy oraz wzrostu przeptywu fosforu ze zbioru X3 do X». Podob-
nie duza zawarto$¢ fosforu w martwej materii organicznej nie
powoduje wzrostu szybkosci obumierania biomasy i wobec tego
nie oddzialuje na zwickszenic przeplywu fosforu ze zbioru X
do Xs.

Pierwszym etapem okreslenia odpowiedzi systemu na wprowa-
dzenie fadunku fosforu musi by¢ wyznaczenie wartosci statych
szybkosci o, B i 7. Podstawowy warunek stanu ustalonego za-
ktada, ze doptyw do uktadu réwna si¢ odptywowi:

BXiX2 =Xy (2)
aX3 =pBX1X2 (3)
¥X1 = 0X3 4

Przyjmujac zatozone zawartosci fosforu w poszczegdlnych
zbiorach uzyskuje si¢ nastgpujace zaleznosci:

0.02 B =02y (5)
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0.=0,02B (6)

02v= ¢ N

Réwnanie (7) jest tozsamo$ciowe w stosunku do réwnafi (5)
i (6), tak jak réwnanie (4) wynika z réwnan (2) i (3). Oznacza to,
7e 7 ukladu réwnar (5)+ (7) nie mozna wyznaczy¢ trzech stalych
szybkosci. Dla ich wyznaczenia nalezy wykorzystac fakt, Ze Sred-
ni czas retencji fosforu w zyjacej biomasie wynosi cztery doby
(X1/yX1=4d). Tak wiec wartosci stalych sz?fbkos’ci wynosza od-
powiednio: y=(4d)71, B=(0,4d)_1, o=(20d)"".

Kolejny etap analizy zagadnienia to ustalenie nowych wartosci
Xi> po awaryjnym doptywie tadunku fosforu i po osiagnigciu no-
wego stanu ustalonego. Wartosci X;’ musza spetniac te same réw-
nania stanu ustalonego (2)+ (4), poniewaz stale szybkosci reakcji
nie ulegly zmianie. Wynikajace stad nowe warunki stanu ustalo-
nego sa nastepujace:

X1'X2'/04 =Xy'/4 (8)

X3'/20 =X1'X2' /04 C)]

Z rownania (8) wynika, z¢ X2'=0,1 mmolP/m’. Wida¢ zatem,
ze po osiagnigciu nowego stanu ustalonego ilo$¢ fosforu w zbio-
rze X2 nie ulegta zmianie. Z réwnania (9) wynika natomiast, 7e
X3’=5X1". Poniewaz do zamknigtego uktadu wprowadzony zostat
fostor w ilosci 0,02 mmoIP/m3, wigc z prostego réwnania bilan-
sowego wynika, ze X;'=0,203 mmolP/m® oraz X3'=1,017
mmolP/m’. Nalezy w tym micjscu zwréci¢ uwage na fakt, ze roz-
wigzanie powyzszego zagadnienia jest niezalezne od zbioru, do
ktérego wprowadzona zostata nowa dawka fosforu. Wezedniej za-
sygnalizowany fakt, Zze warto§¢ zbioru X2 nie ulega zmianie, wy-
nika z réwnania stanu ustalonego dla tego zbioru (X2=0/p).

Inne zagadnienie, do analizy ktérego mozna zastosowac model
stanu ustalonego, to globalne oszacowanie zmian w cyrkulacji
wody, czyli wielkosci opadéw atmosferycznych na powierzchnig
ladéw oraz wielkosci sptywéw z powierzchni ladéw do mérz
przy zalozeniu, Ze parowanie wody z powierzchni ladéw zostato-
by réwnomiernie zmniejszone o 20 %, np. jako rezultat rozleglej
likwidacji p6l uprawnych i obszaréw le§nych. Problem ten wy-
maga identyfikacji poszczegdlnych zbioréw w calym systemie
oraz doktadnego zbilansowania przeptywéw pomiedzy poszcze-
g6lnymi zbiorami. Przeptywy wody zilustrowane na ponizszym
schemacie zdefiniowane sa nastgpujaco:

(OA)L - wielko$é opadéw atmosferycznych na powierzchnie
ladéw,

(OA)M — wielkosé opadéw atmosferycznych na powierzchnie
oceandéw,

R — sptyw powierzchniowy do oceandw,

TL - parowanie wody z ladéw, ktéra w postaci opadéw atmo-
sferycznych powraca na powierzchnig ladéw,

Ty — parowanie wody z powierzchni ladéw, kidra w postaci
opadéw atmosferycznych przedostaje si¢ do oceandw,

Py - parowanie wody z powierzchni oceanéw, ktéra w postaci
opadéw atmosferycznych powraca do oceandw,

Py, — parowanie wody z powierzchni oceanéw, ktdra w postaci
opadéw atmosferycznych przedostaje si¢ na powierzchnic ladow.

Postugujac sie przytoczonymi definicjami zagadnienic wyma-
gajace rozwiazania mozna sformutowaé w nastepujacy sposob:
jak zmieni si¢ sptyw powierzchniowy oraz opad atmosferyczny
na powierzchnig ladéw, kiedy parametry Ty, oraz Tm zostana
zmniejszone o 20 %. Istnieja trzy relacje pomigdzy siedmioma
zdefiniowanymi wyzej wielkosciami. Pierwsza zalezno$¢ opisuje
bilans wody w oceanach:

(OAM+R = PmM+PL (10)

Druga bilansuje wodg na kontynentach przy zaloZeniu, 7e zaso-
by wod podziemnych nie reaguja na wprowadzane zmiany w cko-
systemie (20-procentowe zmniejszenie powierzchni pokrytych
ro§linnoscia):

(OA)L =R+T1L+Tm (11)

Trzecia zaleznosé zaktada, ze przeptyw wody z kontynentéw
do oceandw rowny jest przeptywowi znad oceandéw na powierz-
chnic¢ kontynentow:

R+Tm = PL (12)

Kazde dwie z trzech powyzszych relacji moga by¢ wyprowa-
dzone z trzeciej relacji oraz dwéch tozsamosci, wynikajacych z
definicji poszczegdlnych wielkosci:

(OA)L = TrL+PL (13)

(OA)M = Tm+Pm (14)

Réwnania (10)+ (12) przedstawiaja relacje pomiedzy siedmio-
ma wielko$ciami. Zatem do rozwiazania problemu i wyznaczenia
wszystkich siedmiu wielkosci niezbedna jest znajomo$¢ co naj-
mnicj czterech niezaleznych wartodei empirycznych. Na podsta-
wie danych literaturowych [3.,4] przyjeto nast@pugace wartosci
poszczegblnych  wielkoscei: (OA)L=108»103 km’/a, (OA)M=
=410-10° km'/a oraz R=46-10° km%a. Ponadto przyjeto, ze
w przyblizeniu 25 % wody odparowanej z kontynentéw zasila w
postaci opadéw atmosferycznych morza i oceany, a 75 % wody
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powraca na powierzchni¢ kontynentéw (Tr=3Twm). Przyjete dane
oraz szacunkowe informacje o rozktadzie opadéw atmosferycz-
nych generowanych z powierzchni kontynentéw pozwalaja na
wyznaczenie pozostatych wielkosci niezbgdnych do rozwigzania
zagadnienia, ktére wynosza: T1=46,5-10° km’/a, Tm=15,510
km?/a, Pu=394,5-10° km*/a, PL=61,5-10° km¥a.

Jezeli obnizenie parowania jest réwnomiernie rozlozone na
wszystkich kontynentach, to zaréwno Ty, jak i Tm beda mniejsze
0 20 %. Zalozenie takie byloby obarczone znacznie wigkszym
bledem, gdyby analizowano obnizenic parowania tylko wzdtuz li-
nii brzegowej kontynentéw. Mozna wiec przyjac, ze nowa sytu-
acja nie spowoduje zmiany w intensywnosci parowania wody
z oceandw, ktéra w postaci opadéw atmosferycznych powraca na
powierzchni¢ oceandw (Pm’=Pm). Podobnie zmianie nie ulegnie
intensywnos¢ parowania wody z powierzchni oceandw, ktéra
w postaci opadéw atmosferycznych powraca na powierzchnig la-
dow (PL'=PL). Jednocze$nie Tr =0,8TL oraz Tm'=0.8Tm. Tak
wigc, uwzgledniajac powyzsze warto$ci szybkosci przeptywow
pomigdzy poszczegdlnymi systemami, réwnania (12) i (13) po
uproszezeniu przyjma nastgpujaca postac:

R’ =R+0,2TL (15)

(OA)L = (0A)L-0,2TL (16)

Podstawiajac odpowiednie dane mozna wykazad, ze obnizenie
parowania 0 20 % na skutek eliminacji roslinnosci spowoduje w
skali globalnej wzrost sptywéw powierzchniowych do mérz i oce-
anéw do wartosci R'=49,1-10° km*/a, co stanowi 7-procentowy
wzrost sptywu w stosunku do sytuacji panujacej przed zmniejsze-
niem parowania. Podobnie wielko$¢ opadéw atmosferycznych
obnizy si¢ 0 9 % do wartosci (OA)L'=98,7-10° km*/a.

Modele stanu nieustalonego

Trudniejsza do rozwiazania klase probleméw stanowia te,
w ktérych nastepuje zmiana zawarto$ci zbioru w funkcji czasu.
Taka sytuacja wystgpuje np. kiedy doptyw F, nie bilansuje sie z
odptwem Fi. Jezeli Fo>Fi, to wielko$¢ zbioru maleje w czasie, na-
tomiast gdy Fo<Fi, to w uktadzie generowane sg dodatkowe ele-
menty. W obu przypadkach nie mozna jednak zdefiniowaé czasu
retencji poszczegdlnych elementéw w ukladzie. Matematyczny
zapis modelu stanu nieustalonego w ogdlnej formie jest nastepu-

Jacy:
dM/dt = Fo-Fj (17)

Model skiadajacy si¢ z wiclu zbioréw, w ktérych liczba ele-
mentéw jest funkcjg czasu, przy wystepowaniu wzajemnych rela-
¢ji pomiedzy zbiorami, wymaga sformutowania uktadu réwnar
w postaci (17). Przyktadami probleméw globalnych, ktérych roz-
wigzanie wymaga zastosowania modelu stanu nieustalonego, mo-
ze by¢ np. oszacowanie czasu eksploatacji §wiatowych zasobéw
wéd podziemnych przy okreslonych warunkach poczatkowych
i brzegowych, czy tez ustalenie prognozy przyrostu zanieczysz-
czefi w jeziorach przy okreslonych doptywach zanieczyszczen.

Pierwszy z tych probleméw rozwiazano wykorzystujac zjawi-
sko utrzymywania si¢ jednostkowego zapotrzebowania na wodg

na statym poziomie [5] oraz zakliadajac, ze jedynym Zrédtem wo-
dy sa zasoby woéd podziemnych, a mozliwo$ci jej poboru nie sa
limitowane zadnymi czynnikami. Zatem ogdélnoswiatowy przy-
rost szybkosci konsumpcji wéd podziemnych bedzie zwiazany ze
Swiatowym przyrostem ludnosci (X, %). Zatozenie statego rocz-
nego przyrostu szybkosci zuzycia wéd podziemnych powoduje,
ze zasoby tych wéd beda sig zmniejszaty z ekspotencjalnie rosna-
ca szybkoScig. W rozwazaniach przyjeto ponadto, iz w skali glo-
balnej, przy braku poboru wéd podziemnych, warstwa wodo-
no$na moze by¢ traktowana jako uktad stanu ustalonego. Znaczy
to, ze zasilanic warstwy wodono$nej, np. opadami atmosferycz-
nymi, jest réwne odptywowi podziemnemu, ktdry tacznie ze sply-
wami powierzchniowymi szacowany jest w skali globalnej na
okoto 46:10° km*/a. Tak wiec odptyw z uktadu (tzn. konsumpcja
wdd podziemnych) definiowany jest réwnaniem:

F(t) = F(0)e" (18)

gdzie czas t=0 okresla moment wyjsciowy.

Przyjmujac jako ten moment rok 1980 oraz wielko$¢é zapotrze-
bowania na wode dla potrzeb komunalnych w tym roku na pozio-
mie F(()=220 km¥/a [3.4]. stata szybkosci zuzycia wody (r, 1/a)
moze by¢ wyznaczona z nastepujacych warunkéw:

F(1) = (1+0,01 X)F(0) (19)

e = 140,01X (20)

Po zlogarytmowaniu réwnania (20) stata r=In(1+0,01X). Jezeli
M(1) jest wielkodcia zasobéw wdd podziemnych w czasie (t), to
przzf Swiatowych zasobach tych wéd w roku 1980 (M(0)=8,3'106
km”) szybko$¢ zmian M(t) opisana jest réwnaniem:

dM/dt = -F(0)e"™ @n

Po rozdzieleniu zmiennych i scatkowaniu réwnania w grani-
cach od t=0 do t=T oraz od M=M(0) do M=M(t) otrzymuje si¢:

M(t) T
J dM =—J F (0)e"dt (23)
M(0) 0

Po rozwigzaniu réwnanie to przyjmuje posta¢:

M(t) = M(O)+[F(O)/r](1—"™) (23)

Zasoby wéd podziemnych, przy zatozonych trendach, beda zu-
zyte w czasie T, gdy M(t)=0. Czas ten moze by¢ wyznaczony po
przeksztatceniu réwnania:

M(O)}+FO)/r)(1<")y =0 (24)
do postaci:

rT = In[ 1+rM(0)/F(0)] (25)
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Dla przyjetych na wstepie zatozeri oraz nastgpujacych danych:
X=2 %, F(0)=220 km>/a oraz M(0)=8,3-10% km®, czas, po ktérym
$wiatowe zasoby wéd podziemnych z 1980 r. uleglyby wyczerpa-
niu, wynosi okoto 330 lat.

Innym zagadnieniem, wymagajacym rozwiazania modelu stanu
nieustalonego, jest np. okre§lenie réwnania masy zanieczyszczefi
dla jeziora w funkcji czasu, od momentu rozpoczecia wprowadza-
nia ich do tego jeziora. Podstawowe dane niezbedne do rozwiaza-
nia tego problemu to znajomos¢ objetosci i powierzchni jeziora,
szybkosci doptywu i odptywu wody, szybkosci parowania wody
oraz stanu jej zanieczyszczenia w czasie t=0. Ponadto musi by¢
rozpoznany charakter zanieczyszczedi i ich zachowanie si¢ w $ro-
dowisku wodnym. W niniejszych rozwazaniach przyjeto, Ze
zanieczyszczenia nie sa lotne, a wigc parowanie wody z powierz-
chni jeziora nie bedzie sposobem ich usuwania. Zatozono row-
niez, ze nie bedzie zachodzita transformacja zanieczyszczer
w §rodowisku. Zatem czynnikami wplywajacymi na stezenie za-
nieczyszczen beda doptywy i odptywy wody oraz jej przesiakanie
do gruntu. Tak wigec niezbedne jest ustalenie rodzajow przepty-
wow wody w jeziorze oraz ich szybkosci.

Przyjeto, z¢ analizowane jezioro w stanie ustalonym ma objg-
tos¢ V=10° m’, a szybkos$¢é powierzchniowego doplywu wody
(Fo) réwna jest szybkosci odptywu powierzchniowego (Fj). Dla
powierzchni jeziora F=6-10" m* oraz intensywnosci parowania
rownej 1 m/a, odplyw wody w wyniku tego procesu wynosi
0.6:10° m¥/a. Przyjmujac odptyw wody z jeziora na skutek infil-
tracji w wysokosci 0,4-10° m”/a, sumaryczny odptyw wody z je-
ziora wyniesie ],0~105 m'/a. W czasie (t) masa zanieczyszczen
wprowadzonych do jeziora wynosi My(t), a ich stezenie przy tra-
ktowaniu jeziora jako reaktora o pelnym wymieszaniu wynosi
C=M,(t)/V. Zalem dla powyzszych danych roczny odptyw tadun-
ku zanieczyszczen z uktadu wyniesie Fzo=0,1Mg(t). Ladunek za-
nieczyszczen doplywajacych do jeziora przyjeto na poziomie
Fui=4-10° kg/a. Wykorzystujac do zbilansowania uktadu réwna-
nic stanu nicustalonego (17) mozna zapisac:

dMy/dt = 40-0,1M, (26)

Jest to réwnanie rézniczkowe, ktérego ogélna posta¢ dla roz-
wigzania lego zagadnienia moze by¢ zapisana jako:

dx/dt = a+bx 27

a ogélne jego rozwiazanie w postaci:

(1) = —a/b+ce’ 28)

Stata (c) musi byé wyznaczona ze specyficznego warunku po-
czatkowego, okreslajacego stan uktadu przy 1=0:

x(0) = —a/b+c (29)

W rozpatrywanym przypadku a=40, b=-0.1 oraz, jezeli zanic-
czyszczenia zaczynaja by¢ wprowadzane do jeziora w czasie =0,
x(0)=0 i wowczas stata c=a/b. Zatem przyrost masy zanieczysz-
czeft w jeziorze przy zalozonych danych wyjsciowych moze by¢
zapisany w postaci:

M. (1) = 400(1-¢"'Y (30)

Podsumowanie

Z przedstawionych rozwazari wynika, zc do opisu wigkszosci
zjawisk oraz symulacji zmian antropogenicznych zachodzacych
w $rodowisku mozna wykorzystaé wzglednic proste modele. Za-
stosowanie modeli stanu ustalonego i nieustalonego do opisu
konkretnych relacji cztowiek—hydrosfera wymaga przyjecia pew-
nych zatozen upraszczajacych zagadnienie, doktadnego zdefinio-
wania zbioréw systemu oraz wzajemnych przeptywéw clemen-
tow pomiedzy zbiorami. Wymagana jest réwnicz znajomos¢ pod-
stawowych danych, ktére mozna uzyskac z opracowar statystycz-
nych. W niniejszym artykule przedstawiono przykiady rozwiazar
tego typu problemdw.
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MATHEMATICAL METHODS FOR A GLOBAL EVALUATION OF SOME PHENOMENA OCCURRING IN THE HYDROSPHERE

Mathematical models of steady and non-steady state were discussed
[from the viewpoint of their application to the global analysis of the pheno-
mena associated with the anthropogenic factors/natural environment in-
teraction. Consideration was given to the following items: phosphorus
circulation in a water reservoir with abrupt feed of phosphorus com-

ponds; variations in global water circulation due to transpiration chan-
ges; prediction of global groundwater conswmption in terms actual trends
in water demand. and — last but not least — the increment of pollution lo-
ads entering the lake continually at a given flow rate in the systen.



	Adamski-11.pdf
	Adamski-12.pdf
	Adamski-13.pdf
	Adamski-14.pdf

